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Motion of a Vortex Filament

in an External Flow

相木雅次（慶應義塾大学）

Abstract

本講演では，非圧縮非粘性流体中の渦糸の運動を表すモデル方程式である Localized Induction Equation
(LIE)を扱う．特に，渦糸自身が励起する速度場とは別に外部流もある状況を考え，渦糸が閉じている場
合，つまり渦輪の運動を表す問題に対して得られた結果について紹介する．

1 背景

流体の運動に関する研究において「渦」は，中心的なトピックの一つとして盛んに調べられてきた．その起

源は，1858年の Helmholtz[1]の論文までさかのぼり，この論文で「渦度」や「渦線」などの渦に関する基
本的な概念の定式化が行われた．それ以降，渦にまつわる様々な現象が観測，研究されてきたが，その一つ

に渦糸というものがある．

流体の渦度が空間曲線上に集中して分布したものを渦糸と呼ぶ．ここで渦度 ω は，流体の速度場 v に
対して ω = ∇× vで定義されるベクトルで，渦糸においては曲線上の各点でその点における渦度が曲線の
接線方向を向いていて，曲線上以外の点では，渦度がゼロになっている．渦糸の運動も古くから研究されて

おり，運動を表すモデル方程式として 1906年に Da Rios[2] によって Localized Induction Equation (LIE)
が提唱された．LIEは，

Xt = Xs ×Xss(1)

で与えられる非線形偏微分方程式である．ここでX = (X1(s, t),X2(s, t),X3(s, t))は，時刻 tにおいて弧
長パラメーター sでパラメーター付された渦糸の位置ベクトル，×は，３次元ユークリッド空間における外
積，下付き添え字は各変数に関する偏微分を表す．LIEに対しては，初期値問題や初期値‐境界値問題の可
解性に関する結果が得られている．西山‐谷 [3]は，ソボレフ空間における初期値問題の時間大域的可解性を
証明した．小磯 [4, 5]は，幾何学的に一般化された問題設定で，橋本変換と呼ばれる未知関数の変換を (1)
に適用して得られる非線形 Schrödinger方程式に対する初期値問題の可解性を証明した．最近では，Banica
and Vega[6, 7]や Gutiérrez, Rivas, and Vega[8]らによって有限時間で角を形成する (1)の自己相似解の解
析が行われた．また，講演者ら [9]によって (1)に対する初期値‐境界値問題の可解性が示された．
式 (1)は，外部流 V がある場合に

Xt =
Xξ ×Xξξ

|Xξ|3
+ V (X, t)(2)

へと自然に拡張される．ここで，(1)と違い，(2)にしたがって運動する渦糸は，外部流の影響で一般には
伸び縮みする．したがって曲線の弧長パラメーターは運動の過程で保存されないので渦糸のパラメーター

付を ξとした．渦糸の伸び縮みの影響が LIEに対して |Xs|−3という形で表れている．方程式 (2)に対して
は，西山 [10]によって閉じた渦糸の運動に対して弱解の存在が示されているが，滑らかな解の存在や解の
一意性は知られていなかった．
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2 問題設定・主結果

本講演では以下で与えられる，方程式 (2)の閉じた渦糸に対する初期値問題
Xt =

Xξ ×Xξξ

|Xξ|3
+ V (X, t), ξ ∈ (0, 1), t > 0,

X(ξ, 0) = X0(ξ), ξ ∈ (0, 1),

X(0, t) = X(1, t), t > 0,

(3)

に対して得られた滑らかな解の一意存在について紹介する．具体的には，以下の定理を紹介する．

定理 2.1 自然数m ≥ 4と T > 0に対して，初期値X0 がX0 ∈ Hm(0, 1)と |X0s| ≡ 1を満たし，外部流
V が V ∈ C

(
[0, T ];Wm,∞(R3)

)
を満たすならば，ある T0 ∈ (0, T ]が存在して

X ∈ C
(
[0, T0];H

m(0, 1)
)
∩ C1

(
[0, T0];H

m−2(0, 1)
)

なる (3)の解が一意に存在する．

この定理を証明する上では，解の高階評価をどのように導出するかが一番のキーポイントになるので，講

演ではその点に重点を置いて発表する．
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動脈硬化の成り立ちと合併症 

畠山金太（宮崎大学医学部病理学講座構造機能病態学分野） 

 

はじめに 

心筋梗塞、脳梗塞、閉塞性動脈硬化症などの虚血性心血管病の多くは、動脈

硬化巣（プラーク）を基盤に血栓が形成されて発症することが明らかとなり、

アテローム血栓症と総称されている。今回、プラークの進展とその合併症であ

るアテローム血栓症の発症メカニズムについて概説する。 

１ 動脈硬化巣の特徴 

一般的にプラークと呼ばれる病変は、斑状の盛り上がりを示し、中心に壊死

組織（脂質コア）を含み、表面はコラーゲンを主成分とする線維性被膜で覆わ

れた病変である。プラークの組織像は極めて多様で、脂質成分や線維成分の多

寡により不安定プラークや線維性プラークなどと呼ばれる。 

２ プラークの進展と慢性炎症 

プラーク内にはマクロファージや T リンパ球の浸潤を認め、また少数ではあ

るが樹状細胞や肥満細胞も観察される。これらの細胞成分はプラークの進展と

の関連が示唆されており、特にマクロファージはプラーク破綻に深く関与する

とされている。このような炎症反応は高血圧、脂質異常症、糖尿病などの危険

因子（環境因子）と遺伝因子の相互作用によって生じる個体差の大きな慢性炎

症である。 

３ アテローム血栓症：炎症と血栓形成の関与 

心筋梗塞の発症メカニズムとして冠動脈プラークの破綻と血栓形成が重要で

ある。脳梗塞に関してはアテローム血栓性脳梗塞の頻度が脳卒中の約 30％を占

めるまで増加している。その原因は心筋梗塞と共通の病態と考えられており発

症機序には血栓性、塞栓性、血行力学性の 3 つが関与している。下肢の閉塞性

動脈硬化症（ASO）についても同様の病態が考えられているが、より末梢の微

小循環系の異常も重要な因子となる。このように心筋梗塞、脳梗塞、ASO など

のアテローム血栓症においては、共通したメカニズムの一つとして炎症反応と

血栓形成は重要な因子となっている。 

４ プラークと血栓形成 

プラーク内には凝固カスケード反応のトリガーである組織因子が過剰発現し

ており、また血小板活性化作用の強いコラーゲンやポドプラニン発現も増加し、

さらに線溶活性も低下している。このようにプラーク破綻によるイベント発症

においては、炎症反応の亢進とプラークの過凝固性（プラークの質の変化）は

重要な因子と考えられる。一方、プラークが破綻しても心筋梗塞の発症には至

らない無症候性の冠動脈血栓は剖検例の約１０％に認めるが、このような血栓



はプラーク進展に関与している。 

５ 血栓の成長とイベント発症 

血栓の形成には 1）血管壁の性状変化、2）血流の変化、3）血液成分の変化、

が関与している。プラーク破綻にともなう血栓形成においては、血管壁の性状

変化、特に破綻したプラーク内の組織成分（組織因子など）と血液との接触が

最も重要と考えられる。 

さらに心血管イベント発症には血栓の増大も重要なプロセスとなる。血栓の

増大は、血小板の活性化、マイクロパーティクル、プロスタサイクリン、PAI-1

（Plasminogen Activator Inhibitor-1）、一酸化窒素、CD39 などの凝固線溶系のバ

ランスや血流（末梢塞栓やシェアストレスによる血流異常）などにより制御さ

れている。このような血栓の成長プロセスに関与する多くの因子は炎症性サイ

トカインによる調節を受けている。 

 

おわりに 

 動脈硬化の発生から心血管イベント発症にいたるプロセスにおいては、分子

間、細胞間あるいは臓器間の連関が病態の進行に重要である。そして基盤病態

としての慢性炎症と凝固線溶・血小板の関連性とその制御機構の解明は新規治

療法の開発に寄与すると考えられる。 
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Weighted Lp − Lq estimates of Stokes
semigroup in some unbounded domain

久保　隆徹 (筑波大学 数理物質科学研究科)∗

本研究は小林孝行教授（佐賀大学）との共同研究に基づく．n ≥ 2とし，Ωを
外部領域，すなわち，Ω\BR0(0) = R

n\BR0(0)となる正定数R0が存在する領域と
する．外部領域Ωに対して，次のNavier-Stokes 方程式を考える：⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tu − Δu + (u · ∇)u + ∇π = 0, in (0,∞) × Ω,

∇ · u = 0 in (0,∞) × Ω,

lim
|x|→∞

u(t, x) = 0, u(t, x) = 0 on (0,∞) × ∂Ω,

u(0, x) = a(x) in Ω.

(NS)

ここでu(t, x) = (u1(t, x), . . . , un(t, x))とπ(t, x)は，非圧縮性流体の流速と圧力を
表しともに未知量である．また，a(x) = (a1(x), . . . , an(x))は初期流速である．
本講演では，Navier-Stokes方程式を重み付きLp空間での考察が目的である．そ
のために，まず重み関数のクラスと重み付きLp空間について紹介する．

定義 1 (Muckenhoupt class Ap). 1 < p < ∞とする．重み関数w ∈ L1
loc(R

n)が
Muckenhoupt class Apに属するとは次を満たすことを言う：

sup
Q

(
1

|Q|
∫

Q

wdx

) (
1

|Q|
∫

Q

w−1/(p−1)dx

)p−1

< ∞

ここで, sup は座標軸に平行な辺をもつ立方体Qの全体でとるものとする．

例えば，w(x) = (1 + |x|2)α/2 (−n < α < n(p − 1))がw ∈ Apになる．
この重み関数w ∈ Apを用いて，重み付きLp空間Lp

w(Ω)を以下で定義する：

Lp
w(Ω) =

{
u ∈ L1

loc(Ω) | ‖u‖p,w = ‖uw1/p‖p =

(∫
Ω

|u|pwdx

)1/p

< ∞
}

.

このNavier-Stokes方程式 (NS)を重み関数w(x) = 〈x〉s = (1+ |x|2)s/2をもつLp

空間で考察を行う．w(x)がMuckenhoupt classに属すれば，その重み関数w(x)

をもつLp
w(Ω)はHelmholtz分解が成立し，Lp

w(Ω)からソレノイダル空間Lp
w,σ(Ω)

への射影作用素Pが有界であり，さらに，Stokes作用素A = −PΔがLp
w,σ(Ω)上

で解析半群 e−tAを生成することもわかっている（[3]）．
次に (NS)の小さい初期値に対する時間大域解を示す重要な鍵となるStokes半
群のLp − Lq評価について考える．この重み付きLp空間に対して次の重み付き
Lp − Lq評価を示すことができた．

∗ e-mail: tkubo@math.tsukuba.ac.jp



定理 2 (Stokes半群の重み付きLp −Lq評価). n ≥ 2，1 < p ≤ q < ∞とし，また
s, s′を−n/q < s′ ≤ s < n(1 − 1/p)を満たすようにとり，重み関数w をw = 〈x〉s
とする．このとき，a ∈ Lp

w(Ω), t > 0に対して，以下が成り立つ：

‖〈x〉s′e−tAPa‖Lq(Ω) ≤ Ct−
n
2
( 1

p
− 1

q
)(1 + t)−

s−s′
2 ‖〈x〉sa‖Lp(Ω),

‖〈x〉s′∇e−tAPa‖Lq(Ω) ≤ C
(
t−

n
2
( 1

p
− 1

q
)− 1

2 (1 + t)−
s−s′

2 + t−
n
2p (1 + t)−

s
2

)
‖〈x〉sa‖Lp(Ω).

注 3. 重みがないLp空間については，岩下 [4](n ≥ 3)，檀・小林・柴田 [1](n = 2)

により以下の評価が示されている．定理2はそれらの自然な拡張になっている．

‖e−tAPa‖Lq(Ω) ≤ Ct−
n
2
( 1

p
− 1

q
)‖a‖Lp(Ω),

‖∇e−tAPa‖Lq(Ω) ≤ C
(
t−

n
2
( 1

p
− 1

q
)− 1

2 + t−
n
2p

)
‖a‖Lp(Ω).

定理2の証明の鍵となるのが以下の２つ補題である．

補題 4 (RnでのStokes半群のLp−Lq評価). n ≥ 2，1 < p ≤ q < ∞．a ∈ Lp
w(Rn)，

α ∈ N
n
0 , k ∈ Nに対して次が成り立つ：

(i) −n
q

< s′ ≤ s < n(1 − 1
p
)に対して，次が成り立つ：

‖〈x〉s′∂k
t ∇αe−tAPa‖Lq(Rn) ≤ Ct−

n
2
( 1

p
− 1

q
)− |α|

2
−k(1 + t)−

s−s′
2 ‖〈x〉sa‖Lp(Rn).

(ii) s′ ≤ s ≤ 0に対して，次が成り立つ：

‖〈x〉s′∂k
t ∇αe−tAPa‖L∞(Rn) ≤ Ct−

n
2p

− |α|
2
−k(1 + t)−

s
2‖〈x〉sa‖Lp(Rn).

補題 5 (局所エネルギー減衰定理 ([1],[2])). n ≥ 2，1 < p < ∞. R > R0に対して
次を満たす正定数Cp,Rが存在する：

‖∂m
t e−tAa‖W 2

p (ΩR) ≤
{

Cp,Rt−
n
2
−m‖a‖Lp(Ω), n ≥ 3,

Cp,Rt−1−m(log t)−2‖a‖Lp(Ω), n = 2.

ただし，t ≥ 1，a ∈ Lp
σ,R(Ω) = {f ∈ Lp

σ(Ω) | suppf ⊂ BR(0)}．
上の２つを用いて cut-offテクニックにより外部領域での評価を導くことができ
る．本講演では，本研究の動機と定理 2の証明のアウトラインについて報告し，
時間があればNavier-Stokes方程式への応用についても報告する．
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非圧縮流体の局所適切性と非適切性の境目について
澤田　宙広 (岐阜大学工学部)∗

問題 非圧縮流体の運動を記述するナヴィエ・ストークス方程式（粘性：μ > 0）及び
オイラー方程式（非粘性：μ = 0）を全空間R

n（n ≥ 2）で考える.

(NS) or (E)

⎧⎪⎨
⎪⎩

ut − μΔu+ (u,∇)u+∇p = 0 in R
n × (0,∞),

∇ · u = 0 in R
n × (0,∞),

u|t=0 = u0 in R
n.

初期値u0に両立条件∇ · u0 = 0を課す．μ > 0（簡単の為μ = 1とする）の場合，

(INT) u(t) = etΔu0 −
∫ t

0

e(t−τ)ΔP(u(τ),∇)u(τ)dτ

積分方程式の解（mild solution）を構成して，これが (NS)を満たすことを確かめる．
μ = 0の場合，強解（strong solution）を適切なクラスで考える．ここにおいて，圧力
はp =

∑n
i,j=1 RiRju

iujと与えられる．

目的 u0が与えられたとき，解 (u, p)を時間局所的に一意構成できるか，初期値鋭敏性
を保持しているかを調べたい．本講演では，初期値の属する関数空間による分類を行
う．即ち，u0 ∈ Xに対して，時間局所解の一意存在と初期値鋭敏性が保証されるとき，
(NS)または (E)はXで局所適切であるという．一方，存在・一意性・初期値鋭敏性の
どれかが満たされないとき，(NS)または (E)はXで非適切であるという．

結果１（ナヴィエ・ストークス） 次の関数空間の列を考える：

Ḣ
n/2−1
2 ⊂ Ln ⊂ Ḃ−1+n/p

p,∞ ⊂ BMO−1 = Ḟ−1
∞,2 ⊂ Ḟ−1

∞,q ⊂ Ḟ−1
∞,∞ = Ḃ−1

∞,∞

ただし，p ∈ [n,∞), q > 2とする．これらは (NS)の初期値問題において，初期値の属す
るクラスとして自己相似解のスケールについてスケール不変である．Koch-Tataruは，
n ≥ 2において，(NS)はBMO−1で局所適切であることを示した；尚，一意性につい
ては少し制限を加える必要がある（Miura）．一方，Bourgain-Pavlovicは，n = 3にお
いて，(NS)は Ḃ−1

∞,∞で非適切であることを示した．同様に，Ḃ−1
∞,q（q > 2）で非適切で

あることも分かる（Yoneda）．

結果２（オイラー） オイラー方程式は双曲型であるから，放物型の様な平滑化効果は
期待できない．故に，C1に近いところに局所適切と非適切の境目があると予想される．
そこで，次の関数空間の列を考える：C1+α ⊂ C1+ε ⊂ B1

∞,1（ただしα > ε > 0），及び

Hs ⊂ W β,p ⊂ B
1+n/p
p,1 ⊂ B1

∞,1 ⊂ B1
∞,q ⊂ B1

∞,∞ (= C1 ∼ C1) ⊂ B1−γ
∞,∞

ただし2 < p < ∞，s > 1 + n/2，β = s− (n/2− n/p) > 1 + n/p，q > 1，γ > 0 であ
る．Pak-Parkは，n ≥ 2において，(E)はB1

∞,1 で局所適切であることを示した．一方，
n = 3において，(E)はB1

∞,q（q > 1）で非適切であることが分かる．
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