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走化性方程式と関連する放物型－楕円型方程式系の球対称な
定常解の安定性について
仙葉　隆（九州工大・工）

本講演で述べる結果は、関氏（九州大）との共同研究である。
本講演では、以下の法物型－楕円型方程式系の球対称解を考える。

(PE)






Ut = ∇ · (∇U − U q∇V ) in Rn × (0,∞),

0 = ∆V + U in Rn × (0,∞),

U(·, 0) = U0 in Rn.

ただし、q > 1、n = 1, 2, 3, · · ·、U0 は Rn 上の非負球対称関数とする。
この時、十分小さな T > 0に対して

U ≥ 0 in Rn × (0, T )

を満たす解が存在する。ここで、(U,∇V )はただ一つ定まるが、(U, V )が
(PE)を満たすならば、任意の定数 C に対して (U, V + C) も (PE) を満
たすため、(U, V ) は一意には定まらない。そのため、本講演では解 U と
呼ぶこととする。
本講演では、方程式系の球対称な正値定常解 U の層構造から安定性が
従うことを述べる。
任意の正定数 αに対して以下を満たす球対称正値解 Uα はただ一つ存
在する。Uαと対をなす V を Vαと置くと (Uα, Vα)は (PE)を満たす。逆に
(PE)の球対称正値定常解Uαに対して以下を満たすような Vαがただ一つ
定まる。

(S)






U(x) =
1

(q − 1)1/(q−1)|V (x)|1/(q−1)
, V < 0 in Rn,

∆V + U = 0 in Rn,

U(0) = α > 0

任意の異なる２つの正数の組 β > α > 0に対する (S)の球対称正値解
Uα、UβがUβ > Uα in Rnを満たすとき ((S)の球対称正値解は)層構造を
持つという。また、(S)の正値解Uαと (PE)の球対称で非負である初期値
U0が適当なノルムに対して十分に近いからば (PE)の球対称非負値解が
時間大域的に存在し

lim
t→∞

U(x, t) = Uα(x) for x ∈ Rn

1



が成り立つとき定常解 Uαは安定であるという。
我々は以下を示した。

定理. n ≥ 3、q > q∗ = max{4/(n − 2
√
n− 1), 1} の時、(S) は層構造を

持ち、(S)の球対称正値解は (PE)の定常解として安定である。

講演では、安定性を論じる関数空間を含め上記で述べた事柄の詳細を
説明すると共に関連する結果や定常解の層構造と安定性がどのように関
連するのかを述べる。
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白金表面上のCO分子吸着モデルに現れる
反応拡散移流系について∗

久藤　衡介 (電気通信大学 情報理工学研究科)

次の反応拡散移流方程式系に対する初期値境界値問題

(P)






ut = d∆u+ u(1− u)(u+ v − 1) in Ω× (0,∞),

vt = µ∇·{∇v + αv(1− v)∇χ(u)}+ g(u, v) in Ω× (0,∞),

∂νu = ∂νv = 0 on ∂Ω× (0,∞),

u( · , 0) = u0 ≥ 0, v( · , 0) = v0 ≥ 0 in Ω

を考える. ここで, Ω は R2 における滑らかな境界 ∂Ω をもつ有界領域であり, d, µ, α

は正定数である. なお, χ(u) および g(u, v) は,

χ(u) = u2(2u− 3), g(u, v) = c(1− v)− aeαχ(u)v − bv

で定義される関数で, a, b, c は正定数である. (P) はHildebrand [1] によって提唱され
た表面化学反応モデルであって, CO分子が白金表面に対して吸着や離脱をすることに
よって形成される分子密度パターンの再現を目指している. その見地では, Ω が白金
表面に対応し, 未知関数u は反応触媒となる白金表面の状態関数を, v はCO分子の白
金表面に対する吸着率を表す. [1]の提唱以来, Hildebrand-Ipsen-Mikhailov-Ertl [2], 武
井-Efendiev-辻川-八木 [6], 久藤-辻川 [3, 4, 5] 等によって, 数値解析,発展方程式,楕円型
方程式の各方面から (P)に対する研究がなされている. 本講演では，久藤-辻川 [3, 4, 5]

で得られた結果と (P)に関連する最近の研究進展を紹介する．
まず，(P)のすべての定常解はΩ 上で一様に有界であることに注意する:

定理 1 ([4]). (P) の任意の非定数な定常解 (u, v)は, Ω 上で0 < u < 1 および0 < v < 1

を満たす.

このアプリオリ評価によって，写像度の理論が適用出来て，非定数解の存在定理が
得られる:

定理 2 ([3]). 任意の (µ,α, a, b, c) に対して, lim
j→∞

dj = 0 を満たす単調非増加列 {dj}∞j=0

が存在して, 次の (i), (ii) が成立する：

(i) d ≥ d0 のとき, (P) の非定数な定常解は存在しない.

(ii) dj '= dj+1 かつ j が奇数のとき, d ∈ (dj+1, dj) に対して, (P) の非定数な定常解が
少なくともひとつ存在する.

定理1を利用すると, µ を無限大とした際の非定数定常解の漸近挙動を特徴付ける極
限系が導出できる. 特に, 空間１次元 (I := (0, 1)) に単純化されたケースでの極限系は,

∗本講演は, 辻川 亨 先生（宮崎大学工学部）との共同研究に基づく.



次のような積分条件と境界条件を伴う非線形常微分方程式となる.

(S)






du′′ + u(1− u)

(
u+

1

1 + λeαχ(u)
− 1

)
= 0, x ∈ I,

u > 0, u′ > 0 x ∈ I,

u′(0) = u′(1) = 0,∫ 1

0

g

(
u,

1

1 + λeαχ(u)

)
dx = 0, λ > 0.

極限系 (S)の解が形成する大域分岐曲線に関しては, 次の定理を得られる.

定理 3 ([5]). (S) の解集合{(u, d,λ) ∈ C2(I)×R+ ×R+} は, 以下の (i)～(iv) の c の値
に応じて, 次の有界な曲線を含む:

C1 = {(u( · , s), d(s),λ(s)) ∈ C2(I)× R+ × (0, eα/2) ; s ∈ (0, 1)},
C2 = {(u( · , s), d(s),λ(s)) ∈ C2(I)× R+ × (eα/2,∞) ; s ∈ (0, 1)}.

(i) 0 < c < ae−α/2 + b ならば, C2 は定数解u = u∗(λ) ∈ (1/2, 1) と区間 I の左端に
境界遷移層をもつ解を次の意味で繋ぐ: lim

s→1
(u( · ), d(s),λ(s)) = (u∗(λ1), d1,λ1) で

あって, ある ζ(c) ∈ (0, 1) に対し,

lim
s→0

u(x; s) =

{
ζ(c) (x = 0),

1 (0 < x ≤ 1),
lim
s→0

(d(s),λ(s)) =

(
0,

a + beα

c

)
. (1)

(ii) ae−α/2 + b < c ならば, C1 は定数解 u = u∗(λ) ∈ (0, 1/2) と右端に境界遷移層を
もつ解を繋ぐ: lim

s→1
(u( · ), d(s),λ(s)) = (u∗(λ1), d1,λ1) であって, ある η(c) ∈ (0, 1)

に対して,

lim
s→0

u(x; s) =

{
0 (0 ≤ x < 1),

η(c) (x = 1),
lim
s→0

(d(s),λ(s)) =

(
0,

a+ b

c

)
. (2)

(iii) (a+ b)e−α/2 < c < ae−α/2 + b ならば, C1 は右端に境界遷移層をもつ解と内部遷移
層をもつ解を繋ぐ: (2) に加えて, ある $(c) ∈ (1/2, 1) に対して,

lim
s→1

u(x; s) =

{
0 (0 ≤ x < $),

1 ($ < x ≤ 1),
lim
s→1

(d(s),λ(s)) = (0, eα/2). (3)

(iv) ae−α/2 + b < c < ae−α/2 + beα/2 ならば, C2 は左端に境界遷移層をもつ解と内部遷
移層をもつ解を繋ぐ: (1) に加えて, ある $(c) ∈ (0, 1/2)に対して, (3) が成り立つ.
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Motion of interacting camphors

Shin-Ichiro Ei
Department of Mathematics, Faculty of Science

Hokkaido University
Sapporo 060-0810, Japan

We consider the motion of interactiing camphor particles on the water surface. Assuming
that each camphor particle is slightly deformed from radial symmetry, we show how such
deformed camphor tips interact through the shapes. We only consider two camphor particles
in this report. Then the considered model equation is

(1)






τ1Ṗj =

∫

∂Ωj(t)

γ(u)nds,

τ2Θ̇j =

∫

∂Ω(t)

γ(u)r × nds,

ut = d∆u− u+ f(x, P1, P2)

for j = 1, 2. Pj denote the locations of camphor particles and u(t, x) the surface concentration
of the camphor molecular layer, Θj characteristic angles of the camphor particles. Ωj(t) are
the interiors of camphor particles represented by ∂Ωj(t) := {x ∈ R2; x = Pj(t) + r}, n
outward normal unit vector of ∂Ω(t). In practice, we will deal with a slightly different model
equation by smoothening the above equation.

References

[1] X. Chen, S.-I. Ei and M. Mimura, SELF–MOTION OF CAMPHOR DISCS -MODEL
AND ANALYSIS-, NETWORKS AND HETEROGENEOUS MEDIA Volume 4, Num-
ber 1 (2009), 1-18.

[2] S.-I. Ei, M. Mimura and M. Nagayama, Interacting spots in reaction diffusion systems,
DCDS 14 (2006), 31-62.

[3] K. Iida, H. Kitahata, M. Nagayama, Theoretical Study on the Translation and Rotation
of an Elliptic Camphor Particle,
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興奮場反応拡散系の周期進行波解の安定性
小川知之 (明治大学総合数理学部)∗

1. Introduction
神経細胞における興奮およびその伝播は，Hodgkin-Huxley方程式 [8]を始め，膜電位と
イオンチャンネルの伝導率が結合した微分方程式モデルで研究されてきた．また，酸化
還元の振動で知られるBZ反応でも反応物質の濃度をコントロールすることにより，安
定な酸化状態に刺激で誘発された還元状態の波が伝播するような，いわゆる興奮場を
実現できる．それによりスパイラル波が作られることもよく知られている．（[2]および
その参考文献を参照）このような興奮場における現象の解明にはその典型としてFHN

方程式 [5][11]
{

ut = D1uxx + u(1− u)(u− a)− v, x ∈ R, t > 0,

vt = D2vxx + ε(u− γv), x ∈ R, t > 0,
(1)

を考察対象にすることが多い．ただし 0 < a < 1
2 , D1 > 0, D2 = 0 ．特異摂動法によ

り，ε > 0 が十分小さいときに，パルス進行波解の構成，その安定性解析，周期進行波
（ウェーブトレイン）の構成などが可能である．（[12]およびその参考文献を参照）
さて，心筋細胞もペースメーカーからの刺激を伝播させることにより心臓のポンプ

機能を実現しているので，興奮場と考えることができるが，心臓生理では興奮波の形
状が重視され実験的に得られる心筋細胞の興奮波をできるだけ模倣するように設計さ
れたAliev-Panfilovモデル [1]が，よく知られている．ここでは，Aliev-Panfilovモデル
の特性を残しつつ，FHN方程式との類似性も持たせた以下の修正FHN方程式系で，こ
れも興奮場なのでウェーブトレインがあるが，その安定性が元のFHN方程式とどう異
なるかを問題にしたい．

{
ut = D1uxx + u(1− u)(u− a)− v, x ∈ R, t > 0,

vt = D2vxx + ε(du(b− u)(u+ c)− v), x ∈ R, t > 0,
(2)

Aliev-Panfilovモデルでは興奮状態に対応する slow manifold上でのダイナミクスを
遅延させることで興奮波の形状を模倣しているが，同様のことを修正FHN方程式でも
b > 1を1に近づけることで実現できる 1（図1参照）．さて，心筋細胞のLuo-Rudyモ
デル [10]を用いたシミュレーションではウェーブトレインが不安定することが報告さ
れている [14]が，修正FHN方程式でも，周期境界条件下でのシミュレーションにより
ウェーブトレインの振動が観測される．本講演ではウェーブトレインの本質スペクト
ラムを数値的に求める [13][15]ことにより，修正FHN方程式では，FHN方程式には現
れないエックハウス不安定性が発生することを紹介する．またそれは，周期境界条件
下での，ウェーブトレインのホップ分岐とも整合性があり，スパイラル解の不安定化
[3][4][9]などとの関連も議論したい．
なお，本講演はM.O.Ganiとの共同研究 [6][7]に基づく．

∗〒 164-8525 東京都中野区中野 4- 21-1
e-mail: togw@meiji.ac.jp

1実はこの形の修正に限ったことではなく興奮状態に対応する slow manifold上の速度が遅延すれば他
の方法でも本講演で述べることは生じるようである．



図 1: FHN方程式 (1)（左図）と修正FHN方程式 (2)（右図）のアイソクライン．a =

0.25, γ = 5 さらにd = 0.41, b = 1.03, c = 0.5とした．
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Conservation breaking dynamics in reaction-diffusion systems

桑村雅隆1

次の形の反応拡散方程式系を考える。
{

ut = Duuxx + f(u, v) + εg(u, v),

vt = Dvvxx − f(u, v) + εh(u, v)
(0 < x < L) (1)

ここで、f, g, h は滑らかであり、Dv > Du > 0、ε > 0 とする。また、境界
条件は周期境界条件であるとする。ε = 0 のとき、(1) は

{
ut = Duuxx + f(u, v),

vt = Dvvxx − f(u, v)
(0 < x < L) (2)

となる。これは、保存量をもつ反応拡散方程式 (reaction-diffusion systems

with mass conservation)とよばれる。その理由は、(2) の解に対して
∫ L

0

(u(x, t) + v(x, t)) dx ≡
∫ L

0

(u(x, 0) + v(x, 0)) dx (3)

が成り立つからである。(2) は細胞の極性化 (cell polarization) を説明する
ために、[1, 6]によって導入された概念的なモデルである。彼らは、(2)が特
定の形の f をもつとき、拡散誘導型の不安定性 (Turing instability) によっ
て空間一様な平衡解から分岐する解が局在化された単純な形の解 (spike)に
近づくことを数値計算と semi-rigorous な解析により示した。この結果は、
[2, 4, 5] によって数学的にも厳密に証明された。
本講演では、(2) を摂動した (1) の形の反応拡散方程式系を用いて「大

域的に安定な空間一様な平衡解をもつ反応拡散方程式であっても、遷移過
程においてTuring-like な空間パターンが現れることがありうる」という例
を示す。このことは、自発的な空間パターン形成において、必ずしも空間一
様な平衡解の存在を前提にする必要がないことを示唆している。また、(1)

と同様の構造をもつ単純な３成分の反応拡散方程式系を用いて、下図のよ
うに空間的に（ほとんど）一様な振動状態とTuring-likeな空間パターンが
交互に繰り返し現れる例を与える。
これらは、反応拡散方程式系の解のダイナミクスにおいて、今までの常

識に反する奇妙なものがありうることを示している。以上の結果は、森田
善久先生との共同研究 [3]にもとづく。

1神戸大学人間発達環境学研究科、kuwamura@main.h.kobe-u.ac.jp
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Λu+ λu = 0, in Ω(ε) ⊂ Sn ⊂ Rn+1 (1.1)

Λٿ໘্ͷྖҬ Ω(ε) Ͱ͑ߟΔɽ͜͜Ͱɼ Λ ٿ໘ Sn Ͱͷ Laplace-

Beltrami ,ૉ༺࡞ ݩ࣍ n  n ≥ 2, λ > 0, ε > 0 খ͍͞ύϥϝʔλͰ
͋ΔɽΩ(ε) ۃத৺Ͱɼଌܘ π− ε ͷଌٿͰ͋Δɽڥք݅ɼ
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Λu+ λ(−u+ |u|p−1u) = 0, in Ω(ε) ⊂ Sn (p > 1) (1.2)

ྖҬ͕ٿ໘શମͷͱ͖ɼ −Λ ͷݻ༗ɾݻ༗ؔΑ͘ΒΕ͓ͯΓɼ
k ൪ͷݻ༗ (k = 0͔Β͑Δ) k(k+n−1)Ͱ͋Γɼͦͷଟॏ

(2k + n− 1)
(k + n− 2)!
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∂2u

∂θ2
+ cot θ

∂u

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2u

∂φ2
+ λu = 0 (1.3)

ͱͳΓɼ͜ΕΛม u(θ,φ) = Φ(θ)Ψ(φ) Ͱղ͘͜ͱʹͳΔɽ
ք݅·ͣɼNeumannڥ ݅ ∂nu = 0 Λ͓͘. ͳ͓ɼ Tichmarsh

ͷຊ (“Eigenfunction Expansion Part 1” (1962)) ʹैͬͨٞΛ͑ߦɼ
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ͱ Ψ 

sin2 θ(Φ′′(θ) + (cot θ)Φ′(θ) + λΦ) = −Ψ′′(φ)

Ψ(φ)
= m2

Λຬͨ͢ɽ͜͜Ͱ m = 0, 1, 2, . . . .

·ͣɼΨ(φ) = c1 cosmφ+c2 sinmφ͕Θ͔Δɽm = 0ͷͱ͖ɼΨ(φ) ≡
1 ͱΈͳ͢ɽ ·ͨɼ Φ  Legendre ͷജඍํఔࣜ

Φ′′(θ) + (cot θ)Φ′(θ) + (λ− m2

sin2 θ
)Φ = 0 (1.4)
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ɼ࣮ Ferrers ʹΑΔ) Pm
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２種競争系の球対称定常解の大域的な解構造について
観音幸雄 （愛媛大学教育学部）

本報告では，２種競争系の定常問題

(1)





0 = ε2 D r1−!

[
r!−1 u′]′ + f(u), r ∈ (0,π),

u′ = 0, r = 0,π

の正値解の大域的な解構造について考える．ここで，u = (u, v) ∈ R2，ε > 0 であり，D は du，
dv > 0 を用いて D = diag(du, dv) と表される対角行列，f : R2 → R2 は滑らかな関数である．#

は生物の住処の空間次元を意味する自然数であるが，ここでは # ≥ 1 をみたす実数値パラメータと
して扱う．また，順序関係 $s および $o を

(u1, v1) $s (u2, v2) ⇐⇒ u1 ≤ u2, v1 ≤ v2;
(u1, v1) $o (u2, v2) ⇐⇒ u1 ≤ u2, v1 ≥ v2

により定義し，二項関係 ≺s および ≺o をそれぞれ上の定義において大小関係 ≤ を < で置き換え
たものとする．
関数 f(u) は２種の競争関係を表す非線形項であるから，f(u) は

f(u) = (f, g)(u), f(u) = u f0(u), g(u) = v g0(u)

と表され，次の性質をみたすものとする．

(A.1) f0(u) = (f0, g0)(u) は滑らかな関数であり，f0(0) )s 0，第 1 象限の任意の u に対して

max {f0u(u), f0v(u), g0u(u), g0v(u)} < 0

をみたす，
(A.2) ある αu，αv > 0 が存在して

f0(αu, 0) = 0 > g0(αu, 0), g0(0,αv) = 0 > f0(0,αv)

が成り立ち，関係式 f0(u) = 0，det fu(u) < 0 をみたす第 1 象限の解 u は ē のみである，
(A.3) 第 1 象限における方程式 f(u) = 0 の解は ē のみである．

ここで，非線形項 f(u) が

f0(u) = 1 − u − c v, g0(u) = 1 − b u − v

である古典的な２種競争系において，

αu = αv = 1, ē =
(

1 − c

1 − b c
,

1 − b

1 − b c

)

とおくと，強い競争関係を意味する条件 min(b, c) > 1 のもとで，仮定 (A.1)，(A.2)，(A.3) がみ
たされることに注意したい．また，仮定 (A.1)，(A.2) から，

1



(i) 問題 (1) は順序関係 !o に関して weakly coupled elliptic system，つまり，比較定理が成
り立つ系である，

(ii) e− = (0,αv) と e+ = (αu, 0) は常微分方程式 ut = f(u) の安定な平衡点であり，ē は不安
定な平衡点である，

ことにも注意したい．仮定 (A.3) は問題 (1) を単純にするためのものである．
問題 (1) に対する正値解の解構造の研究は多く研究者によって行われてきている（例えば，

Gui-Lou [1]，Ni [4]，および，それらの参考文献を参照すると良い）．" = 1 の場合，古典的な２種
競争系については，正値解の大域的な解構造が決定されている（[2]）．" > 1 の場合，単純分岐点
から分岐する解の枝についての大雑把な情報を得ることができる（Rabinowitz [5]）が，問題 (1)
の正値解の詳細な解構造に関して十分な結果は得られていない．最近，仮定 (A.1)，(A.2)，(A.3)
のもとで，次のような正値解の一意性定理が得られている．

定理 1 (Theorem 2.1 in [3]) 非線形項 f(u)は仮定 (A.1)，(A.2)，(A.3)をみたすとし，uk(r) =
(uk, vk)(r)（k = 1，2）を ε = εk > 0 に対する問題 (1) の任意の正値解とする．このとき，u1(r)
および u2(r) は

0 = ε2 D r1−!
[
r!−1 u′]′ + f(u), r > 0

の正値かつ有界な解であり，u1(0) = u2(0) または v1(0) = v2(0) ならば

u1(ε1 ξ) = u2(ε2 ξ), ξ ≥ 0

が成り立つ．

本報告では，上記の一意性定理を概観した後に，仮定 (A.1)，(A.2)，(A.3) のもとで，問題 (1)
の正値解の大域的な解構造について議論する．
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