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以下の曲面の発展方程式による曲面の時間発展について考える:

V = −∆Γ(t)H. (1)

ここで，V は時間発展する曲面 Γ(t)の法速度，H は Γ(t)の平均曲率，∆Γ(t)は Γ(t)上の
Laplace-Beltrami作用素である．(1)は表面拡散方程式と呼ばれ，1957年にW. W. Mullins
により，粒界溝の発展プロセスが表面拡散のみによる場合に，その発展プロセスを記述す
る方程式として提唱された ([2]参照)．近年では，高温水素アニールによるシリコン微細構
造の形態変化の解析に表面拡散方程式 (1)が利用されている．

A(Γ(t))を曲面Γ(t)の表面積とするとき，表面拡散方程式 (1)はA(Γ(t))のH−1-勾配流
として導出される．つまり，表面拡散方程式 (1)は Γ(t)によって囲まれた部分の体積を一
定に保ちながら Γ(t)の表面積を最小化するという変分構造をもつ．また，(1)は曲面を何
らかの関数で表した場合，その関数を未知関数とする非線形 4階放物型偏微分方程式とし
て表記される．
本講演では 2つの軸対象な曲面Πi (⊂ R3, i = 1, 2)をとり，Π1, Π2にはさまれた回転面

{Γ(t)}t≥0 ⊂ R3 の以下の初期値・境界値問題による時間発展を考え，対応する定常曲面の
安定性について考える． 

V = −∆Γ(t)H on Γ(t),

∠(Γ(t),Πi) = θi on Γ(t) ∩ Πi,

(∇Γ(t)H, νi)R3 = 0 on Γ(t) ∩ Πi,

Γ(0) = Γ0.

(2)

ただし，∇Γ(t)は Γ(t)上の勾配ベクトル場，νiは Γ(t)∩Πiでの Γ(t)の単位余法線ベクトル
である．(2)における境界条件は，エネルギー汎関数

A(Γ(t))− γ1A(Σ1(t))− γ2A(Σ2(t))

に対するH−1-勾配流を考えたときに自然に得られる境界条件である．ここで，Σi(t)はΠi

上で ∂Γ(t)を境界にもつ曲面を表し，A(Σi(t))はその面積を表す (A(Σi(t))は濡れエネル
ギーと呼ばれる)．θi = arccos(γi)である．

(2)の定常曲面 Γ∗の平均曲率H∗は{
∆Γ∗H∗ = 0 on Γ∗,

(∇Γ∗H∗, νi)R3 = 0 on Γ∗ ∩ Πi

を満たすので，H∗ = (定数)となる．つまり，(2)の定常曲面は平均曲率一定回転面となる．
平均曲率一定回転面は Delaunay曲面と呼ばれ，Delaunay曲面は円柱，アンデュロイド，
球面，ノドイド，カテノイド (この場合は平均曲率 0)となる．
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本講演では，円柱，アンデュロイド，球面の安定性について考え，各平均曲率一定曲面
の安定性の判定基準について得た結果を紹介する．時間があれば，体積保存型平均曲率流

V = H −Hav, Hav =
1

Area[Γ(t)]

∫
Γ(t)

H dS

との関連についても紹介する．
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