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非線形・非平衡系における一つの自己駆動粒子が行うビリヤード運動を考える．たとえ

ば円板状に固められた樟脳が自発的に水面を動く現象はその一例である．樟脳が水に展開

することで表面張力差が生じ，樟脳円板は駆動力を獲得する ([15], [19])．その結果，まる

でビリヤード球のように直進・反射を繰り返す．

樟脳円板の運動は次のような特徴をもつ：

1. 水槽の壁から離れたところではほぼ等速直線運動をする．

2. 壁に近づくと壁に衝突せずに反射する．

3. 入射角よりも反射角の方が大きい*1(非完全弾性反射)．

自身で駆動力を獲得しながら運動する非線形・非平衡現象なので，これを非平衡ビリヤー

ド球と呼ぶ．上記 2, 3の特徴は数学的なビリヤード問題と著しく異なる．

われわれは，水槽内での樟脳円板の平面的な運動を記述するモデル方程式として，次の

常微分方程式系が定める力学系を考える ([2, 14, 1])：
ẋ = v +m0 (ha(cL+ x)− ha(cL− x)) ,

v̇ = v
[
δ −m1(v

2 + w2)
]
+m2 (ha(cL+ x)− ha(cL− x)) ,

ẏ = w +m0 (ha(L+ y)− ha(L− y)) ,

ẇ = w
[
δ −m1(v

2 + w2)
]
+m2 (ha(L+ y)− ha(L− y)) ,

(1)

ここで x(t), v(t), y(t), w(t) は時間 t の関数，m0,m1,m2, a, c, L は正のパラメータであ

る．関数 ha は

ha(x) =
1√
2x

e−2ax (2)

*1 [14]やその参考文献では, 軌道と壁のなす角を入射角及び反射角と定義しており, 「反射角の方が小さい」
と書かれている．
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で与えられる．(x, y) は長方形領域 [−cL, cL] × [−L,L] における座標を表す．以下では

a = m0 = m1 = m2 = 1と定める．(1)は樟脳円板を一点粒子と見なしたモデルである

から，以下ではこれを粒子モデルと呼ぶ．

よく知られているように, 等速直線運動と壁での完全弾性反射を繰り返す正方形領域に

おける通常のビリヤード問題は，2次元トーラス上の平行移動の問題に帰着する．初期速

度を (ω1, ω2)とすれば，ビリヤード球の軌跡は，初期位置がどこであろうと次のいずれか

となる：(i)ω1/ω2 ∈ Qならば周期軌道を描く，(ii) ω1/ω2 /∈ Qならば領域を埋め尽くす
準周期軌道を描く. すなわち，その定性的な挙動が初期条件に敏感に依存する．一方，(1)

に従うわれわれの非平衡ビリヤード球の運動にはアトラクタがあり，ある初期値の近傍の

軌道も同一の周期軌道に吸引され，定性的には同じ挙動を示す (図 1)．
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(a) 0 ≤ t ≤ 1500
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(b) リミットサイクル

図 1 c = 1, L = 10, δ = 0.06のときの二つの軌道 (a)とそれらを吸引するリミットサ

イクル (b). 時計回りに運動している.

長方形領域における数値計算によれば, (1) は準周期的な解やカオス的な解をもつ

([11, 14, 13])．図 2は cをいろいろ変化させて描いた軌道図である．周期軌道と非周期軌

道が断層的に入れ替わっている．これは周期解の数値分岐解析と平衡点の余次元 2の分岐

解析により, 静止状態の Hopf-Hopf 分岐とそれにより生じる Arnold の舌に起因する

ことが最近わかった [12].

樟脳円板が運動を持続するには樟脳の純度が重要である ([8],[10])．もし樟脳円板に不

純物が多いと，十分に樟脳が溶解できず，駆動力が得られない．そのときは静止状態が安
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図 2 L = 10, δ = 0.06における (1)の軌道図.

定である．一方，樟脳の純度が高いとき，静止状態は不安定だろう．もし樟脳円板が真の

円板状であって注意深く静かに水面に浮かべられれば，対称性により，表面張力の変化が

対称に生じ，運動は起こらないと思われる．しかし実際にはこれらの対称性は壊れてしま

い，非一様な表面張力変化によって運動が生じる．もし平面上に展開する樟脳の場がある

種の反応拡散方程式系に従うと考えれば，樟脳純度の変化に伴う静止パルス解から進行パ

ルス解へのピッチフォーク分岐として解釈できる．Ei et al.はそのような分岐点近傍にお

いて中心多様体理論を展開し，四次元中心多様体上の縮約ベクトル場を導いた [2]. その縮

約理論の解説は [3]にもある. さらに，二つのパルス間の相互作用を考慮して，パルスを

長方形領域に閉じ込めたモデル方程式 (1)を導いた．また, Chenらによれば, 移動境界モ

デルからも同様の縮約方程式 (1) が導かれる [1].

[8]および [10]には樟脳円板の実験の詳細な記述がある．[6]では樟脳円板の運動に関す

るフェーズフィールドモデルが提案され，ピッチフォーク分岐，直進・反射，および二つ

の樟脳円板の相互作用が数値計算により観察された．[10]では R2 上での単独の粒子およ

び一つの壁で反射する運動を記述する粒子モデルが理論的および数値的に解析された．松

本 [11]と森原 [13]は長方形領域における粒子モデルに対して，周期軌道と非周期的な軌

道を数値的に観察した．また，彼らは極限操作によって一次元離散力学系モデルを提案

し，周期軌道の存在を議論した．ただし，その離散モデルでは非周期的な運動が説明でき

なかった．Mimura et al.[14]は粒子モデルを数値的に観察して離散モデルへの補正を行

い，二次元離散力学系モデルを提案し，カオス的な軌道を数値計算で見出した.

樟脳粒の運動に対する我々とは異なる問題設定での数理的な研究も盛んに行われてい
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る. Ei et al.([4], [5])は，円環領域を動く樟脳船集団の渋滞現象の理解に向けて，中心多

様体理論を展開して偏微分方程式モデルの縮約系であるところの常微分方程式系を導い

た．[5]は縮約方程式を [4]よりも高次の項まで求めている．Iida et al.[7]は楕円形の樟脳

粒が動き出す様子に関して数理モデルを提案し，摂動理論による解析を行った．[4]や [7]

の化学的な議論については [16] とその中の参考文献を参照されたい．それは樟脳粒の自

発的運動に関する実験や数理モデルのレビューであり，より完全な文献のリストがある．

我々は樟脳円板の運動を動機付けとして，反応拡散系の中心多様体縮約を出発点とし

た．一方，樟脳以外の実験・数値実験でも非平衡ビリヤードのような運動が報告されてい

る．例えば [18] は非線形光共振器における空洞ソリトンのモデル方程式（散逸項を伴う

Schrödinger 方程式と ODE の結合系）に対する数値計算で図 1(b) と類似の軌道を得て

いる．[18]では，[17]の実験との類似が指摘されている．[17]は垂直に振動する液体の上

を跳ねながら動く油滴の運動の実験である．[20]はMarangoni効果で駆動されて水面を

動く油滴の実験であり，円板状のシャーレをビリヤードのように動くことがある. これら

に対する数理モデルとしては，反応拡散系は必ずしも適当でないかもしれないが, 縮約方

程式は数理構造から導かれるので, ある程度普遍性をもつはずである. 従って粒子モデル

に対する解析結果は, 樟脳系にとどまらず, より広い範囲に適用可能だと考えられる.
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