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図 1: 臨界点 A

本講演では，集合 A ⊂ Ωに対するエネルギー

E(A) := Hn−1(∂A ∩ Ω) + cos θHn−1(∂A ∩ ∂Ω). (1)

を扱う．ただし，n を自然数，Ω ⊂ Rn を領域，θ ∈ (0, π) を固定された定数とする．

(1) の第一項目は界面エネルギー，第二項目は接触エネルギーに対応している．また，

0 < m < |Ω|に対して集合族

Σm := {A ⊂ Ω : |A| = m}

を定める．エネルギー (1)の Σm 上における臨界点 A ∈ Σm に対して，形式的には，曲面 ∂A ∩ Ωは平均曲率

一定であり，∂Ωにおいて接触角 θを生成する (図 1参照)．本講演ではこのエネルギー (1)に対して，勾配流

と特異極限の二つの視点から考察していく．

図 2: 勾配流のおける境界条件

(i)勾配流について [1]：ここでは，Ω = {(x, y) ∈ R2 : y > 0}とする．初
期値となる ∂Ωに接触している集合A(0) ⊂ Ωがエネルギーの勾配の方向に

動く場合の漸近挙動を考察することを最初の目標とする．ただし，ここで

考察するエネルギーは (1)で用いた接触エネルギーが非一様なものを扱い，

Γ := ∂A ∩ Ωの左の端点と右の端点のそれぞれの x座標を l−(Γ), l+(Γ)と

すると，固定された定数 ψ−, ψ+ ∈ (0, π/2)に対してエネルギー

Ẽ(A) := H1(Γ)− l+(Γ) cosψ+ + l−(Γ) cosψ−

を考察対象とする．上記の初期値となる集合 A(0) のエネルギー Ẽ に関する形式的な勾配流 A(t) に対して，

Γ(t) := ∂A(t) ∩ Ωとすると，Γ(t)は以下の自由境界値の面積保存型曲率流方程式を満たす：

(Eq) V は Γ(t)の外向き法線速度ベクトル，κは Γ(t)の曲率でありA(t)の外向き法線方向が正のものとすると，

V = κ−

∫
Γ(t)

κ dH1∫
Γ(t)

dH1
on Γ(t).

(BC) Γ(t)は x軸上で 2つの端点を持ち，左の端点，右の端点それぞれA(t)の内部で接触角 ψ−, ψ+ ∈ (0, π/2)

を持つ (図 2参照)．

さらに，初期条件として以下を仮定する：

(IC) Γ(0)は x軸から見て C2 級の上に狭義凸な関数でグラフ表示されていて，境界値条件 (BC)を満たす．

非一様な接触エネルギーを扱っているため，上記の方程式の特殊な解として進行波解が得られ，この進行波解

の局所指数安定性を紹介する．
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図 3: 臨界点 uε

(ii)特異極限について [3]：次に，二層分離モデルとしての特異極限問題を考察する．

近似エネルギーとして ε > 0に対して

Eε(u) :=

∫
Ω

ε|∇u|2

2
+
W (u)

ε
dx+

∫
∂Ω

σ(u) dHn−1

を用いる．ただし，uはΩ上の関数，W を double well potential(例：W (s) = (1−s2)2)，
σ を R 上の関数とする．上記のエネルギー Eε の臨界点 uε は領域 Ω を {uε ≈ 1} と
{uε ≈ −1}の二つの領域に分ける (図 3参照)．この二つの領域やレベルセット {uε ≈ 0}
の ε→ 0における挙動を考察することが目標となる．形式的には，以下の性質が期待できる：

uε → u0 = ±1 for Hn-a.e. x ∈ Ω as ε→ 0,

∃m s.t. {u0 = 1}はΣmにおける E の臨界点.
(2)

ただし，ここでのエネルギー E における定数 θは

θ = arccos
σ(1)− σ(−1)∫ 1

−1

√
2W (s) ds

となることが期待できる．本講演では以下の仮定のもとで考察する：

(A1) Ωは境界が滑らかな有界領域とする．

(A2) W は滑らかな R上の関数でW ≥ 0, W (±1) = 0, ある定数 γ ∈ (0, 1)に対してW ′′(s) > 0(|s| ≥ γ)とし，

(−1, 1)で唯一の局所最大点を持つとする．

(A3) σは滑らかな R上の関数で，ある定数 C ∈ [0, 1)に対して |σ′(s)| ≤ C
√
2W (s)を満たすとする．

(A4) εi → 0(i ∈ N, i→ ∞)を満たす数列に対して滑らかな関数 uεi と定数 λi が存在して以下の方程式を満た

すとする (uεi が Ẽ に対する積分値一定のもとでの臨界点であることに対応)：−εi∆uεi +
W ′(uεi)

εi
= λεi in Ω,

εi⟨∇uεi , ν⟩ = −σ′(uεi) on ∂Ω.

ただし，ν は Ωの外向き単位法線ベクトルとする．

(A5) ∥uεi∥L∞(Ω), |λi|, Eεi(uεi)は全て iに対して一様有界とする．

(A6)
εi|∇uε|2

2
− W (uεi)

εi
は L1(Ω)の意味で 0に収束するとする．

上記の仮定のもとで幾何学的測度論の varifoldという概念を用いた予想 (2)のある意味での肯定的な結果を紹

介する．また，上記の議論では varifoldに対する接触角条件が必要になるため，参考文献として [2]を挙げる．
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