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1. 導入
本講演では, 次の非線形 Schrödinger方程式を考察する:

(NLS) i∂tu+∆u = F (u), t ∈ R, x ∈ Rd.

ここで, 空間次元 dは 1以上とし, u(t, x) : R× Rd → C は複素数値の未知関数を表す. 非
線形項 F は 1 + 2/d次斉次であると仮定する. すなわち, 任意の λ > 0に対して,

(1) F (λu) = λ1+2/dF (u)

が成り立つとする. 本研究の目的は (NLS)に対して終値条件:

∥u(t)− up(t)∥L2 → 0 (t → ∞)

を課した終値問題を考察し, その可解性を得ることである. 終値問題を解く上では解の時
間無限大での漸近挙動 upを適切に設定することが重要となる. 典型的な冪乗型の非線項
F (u) = |u|p−1uの場合, 漸近形として自由解を選んだとき p > 1+2/dであれば終値問題は
可解であるが, 1 < p ≤ 1 + 2/dのときには可解ではないことが知られている ([1], [8]). し
たがって, 1+2/dが解の漸近挙動の意味で臨界指数となることが分かる. 実際, p = 1+2/d
のとき解の漸近挙動は位相の修正が入った自由解となる ([6], [2]). また, 空間 1次元, 2次
元において臨界指数がそれぞれ 3次, 2次となることから, uと uからなる単項式の場合に
は終値問題の可解性が知られている. より詳しく述べれば, 1次元で u3, u3, |u|2u, 2次元で
u2, u2の場合には自由解に漸近する解の存在が示されている ([3], [5]). 例外的な場合が 2
次元で |u|2の場合であり, このとき解は自由解に漸近しないことが示されている ([7]).
非線形項に対する斉次条件 (1)の下で (NLS)の終値問題の可解性についてはMasaki-

Miyazaki [4]による空間 1次元と 2次元の場合の研究がある. [4]におけるアイデアは非線
形項の斉次条件から

F (u) = |u|1+
2
dF

(
u

|u|

)
と変形し, g(θ) = F (eiθ)により定められる 2π周期関数 gをFourier級数展開することによ
り, 非線形項 F を

F (u) =
∑
n∈Z

gn|u|1+
2
d
−nun

ととらえることである.

2. 主結果
本講演の主結果は [4]における結果の 3次元への拡張である. 非線形項に対して次の仮

定をする.
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仮定 2.1. F は 5/3次斉次であるとし, 対応する 2π周期関数 g について g0 = 0かつ g1 ∈ R
であるとする. さらに, ある η > 0が存在し,∑

n∈Z

|n|1+η|gn| < ∞

が成り立つとする.

定義. s,m ∈ Rとして, 重み付き Sobolev空間Hs,m, および斉次 Sobolev空間 Ḣsを
Hs,m = Hs,m(R3) =

{
ϕ ∈ S ′ ; ∥ϕ∥Hs,m = ∥(1 + |x|2)m/2(1−∆)s/2ϕ∥L2 < ∞

}
,

Ḣs = Hs(R3) =
{
ϕ ∈ S ′ ; ∥ϕ∥Ḣs = ∥(−∆)s/2ϕ∥L2 < ∞

}
とする.

定理 2.2. F は仮定 2.1をみたすとする. δ ∈ (3/2, 5/3)を δ − 3/2 < 2ηをみたすように
とり, b ∈ (3/4, δ/2)とする. u+ ∈ H0,2 ∩ Ḣ−δ は十分小さい ε0 = ε0(b, ∥g∥Lip)について
∥û+∥L∞ < ε0をみたすとする. このとき, ある T > 0が存在し, u ∈ C([T,∞);L2(R3))に
属する (NLS) の解で,

sup
t∈[T,∞)

tb∥u(t)− up(t)∥L2 < ∞

をみたすものが一意的に存在する. ここで,

up(t) = (2it)−
3
2 e

i|x|2
4t û+

( x

2t

)
exp(−ig1|û+|

2
3 log t)

である.

注意 1. (1) 定理 2.2は具体例として F (u) = |Reu| 23Reu に適用することができる. 対応
する関数は | cos θ| 23 cos θであり, その Fourier係数は

gn =


(−1)

n−1
2 Γ(11

6
)Γ(3n−5

6
)

√
πΓ(−1

3
)Γ(3n+11

6
)

(n :奇数),

0 (n :偶数)

となる.
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