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本講演では, 以下の力学的境界条件を持つAllen-Cahn方程式の特異極限問題を考える:
∂uε

∂t
= ∆uε − W ′(uε)

ε2
, (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂uε

∂t
+

∂uε

∂ν
= 0, (x, t) ∈ Γ× (0,∞),

uε(x, 0) = uε0(x), x ∈ Ω.

(1)

ここで, ε > 0, d ≥ 2, Ω ⊂ Rdは滑らかな境界 Γを持つ有界領域, W (s) := (1 − s2)2/2, ν は Γの外
向き単位法線ベクトルである. ε ↓ 0としたとき, Ωの内部では (1)の解の特異極限が平均曲率流方程
式の弱解になることが知られている (例えば [2]参照). また, Neumann境界条件を持つ Allen-Cahn

方程式の解の特異極限がNeumann境界条件を持つ平均曲率流方程式のBrakke解に収束することが
Mizuno-Tonegawa [3]によって示されている. 本講演では, 適切な仮定の下で (1)の解の特異極限が
次の力学的境界条件を持つ平均曲率流方程式の Brakke解に収束することを示す:v = h, on Mt, t > 0,

vb =
1

tan θ
nb, on Mt ∩ Γ, t > 0.

(2)

ここで, Mt ⊂ Ωは向き付け可能な超曲面, v, hはそれぞれMtの法線速度ベクトルと平均曲率ベクト
ル, vbと nbはそれぞれ Γにおける ∂Mtの法線速度ベクトルと単位法線ベクトル, そして θはMtと
nbのなす角である. Ωを半平面とし, 中心とΩの距離が 1である円を初期値とするR2内の曲率流を
Ntとすると, 円弧Mt = Nt ∩ Ωは (2)の解になっている [1].

本講演における (2)の弱解を以下で定義する:

Definition 1 (力学的境界条件付き Brakkeの平均曲率流). {µt}t≥0 を, Ω上の Radon測度の族と
する. αを, Γ × [0,∞)上の Radon測度, vb ∈ (L2

loc(α,Γ × [0,∞)))d とする. 以下が成り立つとき,

({µt}t≥0, α, vb)の 3つの組を力学的境界条件付き Brakkeの平均曲率流とよぶ:

1. 殆ど至る所の t ≥ 0に対して, (d− 1)-次元修正可能集合Mtと, Mt上で定義され, H d−1の意
味で可積分な正値関数 θtが存在して, µt = θtH d−1⌊Mt が成り立つ.

2. 任意の 0 ≤ t1 < t2 < ∞と∇ϕ · ν = 0 on Γを満たす任意の非負関数 ϕ ∈ C1
c (Ω× [0,∞))に対

して, 以下の不等式が成り立つ:∫
Ω
ϕdµt

∣∣∣t2
t=t1

≤
∫ t2

t1

∫
Ω

(
− ϕ|h|2 +∇ϕ · h+

∂ϕ

∂t

)
dµtdt−

∫
Γ×(t1,t2)

ϕ|vb|2 dα.

ここで hは µtに対する弱い意味での平均曲率ベクトルである.

3. 以下の測度の絶対連続性が成り立つ:∥∥∥∥∫ ∞

0
δVt⌊⊤Γ dt+ Sα,vb

∥∥∥∥ ≪ µ on Ω× [0,∞).
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ここで, dµ := dµtdt, δVt は µt から自然に導出される varifold Vt の第 1変分, δVt⌊⊤Γ (g) :=

δVt⌊Γ(g−(g·ν)ν) (g ∈ (Cc(Ω))
d),

∫∞
0 δVt⌊⊤Γ dtはg ∈ (Cc(Ω×[0,∞)))dに対して

∫∞
0 δVt⌊⊤Γ (g(·, t)) dt

で定義される測度, Sα,vb(g) :=
∫
Γ×[0,∞) g · vb dα (g ∈ (Cc(Ω))

d)である.

次に, この弱解に収束する近似列を定義する.

Definition 2. uεを (1)の解とし, σ :=
∫ +1
−1

√
2W (s) dsとする. Ω上の Radon測度 µε

t , Γ× [0,∞)

上の測度 αε, Γ× [0,∞)上のベクトル値関数 vεb を以下で定義する:

dµε
t :=

1

σ

(ε|∇uε(·, t)|2

2
+

W (uε(·, t))
ε

)
dx, dαε :=

ε

σ
|∇Γu

ε|2dH d−1⌊Γdt,

vεb :=


−uεt

|∇Γuε|
∇Γu

ε

|∇Γuε|
if |∇Γu

ε| ̸= 0,

(1, 0, . . . , 0), if |∇Γu
ε| = 0.

我々は (1)の解の特異極限に対して以下の結果を得た.

Theorem 3 ([1]). {uε0}ε∈(0,1)を, ある定数D > 0が存在して supε∈(0,1) µ
ε
0(Ω) ≤ Dが成り立つ関数

の族とする. uεを, uε0を初期値とする (1)の解とし, µε
t , α

ε, vεb を, Definition 2によって定義される測

度及び関数とする. さらに, 殆ど至る所の t ≥ 0に対して, lim
ε→0

∥∥∥∥ε|∇uε(·, t)|2

2
− W (uε(·, t))

ε

∥∥∥∥
L1(Ω)

= 0

が成り立つと仮定する. このとき, 以下が成り立つ:

1. ある部分列 ε′ → 0とRadon測度の族 {µt}t≥0が存在して, 任意の t ≥ 0に対して∫
Ω
ϕdµε′

t →
∫
Ω
ϕdµt, ∀ϕ ∈ Cc(Ω)

が成り立つ. さらに, Radon測度 αとベクトル値関数 vbが存在して∫
Γ×[0,∞)

g · vε′b dαε′ →
∫
Γ×[0,∞)

g · vb dα, ∀g ∈ (Cc(Γ× [0,∞)))d

が成り立つ.

2. ({µt}t≥0, α, vb)は力学的境界条件付き Brakkeの平均曲率流である.

ディリクレエネルギーとポテンシャルエネルギーの釣り合いに関する仮定は, 殆ど至る所の t ≥ 0

について sptµt ∩ Γ = ∅であれば外すことが出来る. 本講演内容は，儀我美一氏（東京大学）および
尾上文彦氏（東京大学/Scuola Normale Superiore）との共同研究に基づく．
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