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概要

動的境界条件を持つ Allen-Cahn 方程式の解の特異極限問題を考える. 全空間における Allen-Cahn 方

程式の解の特異極限として平均曲率流が得られることはよく知られている. 本報告では, まず動的境界条件

を持つ平均曲率流の弱解を定義し, さらに適切な仮定の下ではその弱解が動的境界条件を持つ Allen-Cahn

方程式の解の特異極限から得られることを示す. 本報告の内容は，儀我美一氏（東京大学）および尾上文彦

氏（Scuola Normale Superiore/東京大学）との共同研究に基づく．

1 導入

以下の動的境界条件を持つ Allen-Cahn方程式の解の特異極限問題を考える:
∂uε

∂t
= ∆uε − W ′(uε)

ε2
, (x, t) ∈ Ω× (0,∞),

∂uε

∂t
+

∂uε

∂ν
= 0, (x, t) ∈ Γ× (0,∞),

uε(x, 0) = uε
0(x), x ∈ Ω.

(1)

ここで, ε > 0, d ≥ 2, Ω ⊂ Rd は滑らかな境界 Γを持つ有界領域, W (s) := (1− s2)2/2, ν は Γの外向き単位

法線ベクトルである. ε ↓ 0としたとき, Ωの内部では (1)の解の特異極限が平均曲率流方程式の弱解になるこ

とが知られており (例えば [2, 3, 9]を参照), Neumann境界条件に関しては, 解の特異極限が Neumann境界

条件を持つ平均曲率流方程式の Brakke解 [1]に収束することが [10, 13]によって示されている. また, 動的境

界条件に対する境界値問題については, 様々な方程式に関して多くの研究がなされている (例えば [4, 5, 8, 11]

を参照). 本研究では, 適切な仮定の下で (1) の解の特異極限が次の動的境界条件を持つ平均曲率流方程式の

Brakke解に収束することを示す: 
v = h, on Mt, t > 0,

vb =
1

tan θ
nb, on Mt ∩ Γ, t > 0.

(2)

ここで, Mt ⊂ Ωは向き付け可能な超曲面, v, hはそれぞれMt の法線速度ベクトルと平均曲率ベクトル, vb と

nb はそれぞれ Γにおける ∂Mt の法線速度ベクトルと内向き単位法線ベクトル (vb と nb は Γに接しているこ
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とに注意), そして θ はMt と nb のなす角である. 特に, θ =
π

2
のときは

1

tan θ
= 0と定義する. 例えば (Ωが

有界ではないものの), d = 2, Ω = R× (0,∞) (上半平面), Mt を, Γと 2点で接する曲線としたとき, 図１のよ

うになる. (2)に対する先行研究として, [6]が粘性解の存在及び一意性をレベルセット法によって示している.

ΓΩ
Mt

v

v v

ν
γ

γ

nb nbvb vb

θ θ

図 1

Remark 1. 図 2のように, 上半平面 Ωと中心との距離が 1であり半径が R > 1の円を初期値とする R2 内

の曲率流を Nt とすると, 円弧Mt = Nt ∩ Ωは (2)の解になっている [7]. これを確かめてみよう.

まず, Nt が半径 R > 1 の円を初期値とする曲率流であることから, r(t) :=
√
R2 − 2t とすると, Nt =

{(x, y) ∈ R2 : |(x, y)− (0,−1)| = r(t)}とかける. ここで
dr

dt
(t) =

−1

r(t)
であることに注意. これは円の縮む速

さがちょうど曲率と一致していることに他ならない. θ の定義から,
1

r(t)
= cos θ である. さらに,

|v|
|vb|

= sin θ

であることに注意すると, 境界条件 vb =
1

tan θ
nb が得られる. 以上から, 円弧Mt = Nt ∩Ωは (2)の解になっ

ていることが示せた.

v

vbθ

Nt
Γ

r(t)

1

図 2

2 動的境界条件付き平均曲率流方程式 (2)の形式的な導出

次に, (1) から (2) が形式的に得られることを確かめてみよう. まずは (2) の第 1 式を導く. Allen-Cahn

方程式の性質から, Ω は {x ∈ Rd : uε(x, t) ≈ +1} と {x ∈ Rd : uε(x, t) ≈ −1} の 2 相に分けられる (図

3). その境界を Mε
t = {x ∈ Rd : uε(x, t) = 0} とする. Mε

t が平均曲率流の近似であることを示せばよい.

qε(r) := tanh(r/ε)とおく. すると qε は以下を満たす:

ε(qεr)
2

2
=

W (qε)

ε
, r ∈ R, qε(±∞) = ±1, qε(0) = 0, and qεr(r) > 0, r ∈ R. (3)
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さらに, 関数 rε を, rε(x, t) := (qε)−1(uε(x, t))で定める ((qε)−1 は qε の逆関数). rε は, 曲面Mε
t に対する符

号付き距離関数の近似とみなせることが知られている. g(q) :=
√

2W (q)とおく. (3)より

qεr =
g(qε)

ε
and qεrr =

(g(qε))r
ε

=
gq(q

ε)

ε
qεr (4)

が成り立つ. (1), (3), (4)を用いると

qεrr
ε
t = qεr∆rε + qεrr|∇rε|2 − qεrr

= qεr∆rε + qεr
gq
ε
(|∇rε|2 − 1)

であることから
rεt = ∆rε +

gq
ε
(|∇rε|2 − 1) (5)

を得る. ここで, rε が Mε
t の符号付き距離関数の近似であることから, |∇rε| ≈ 1 であると仮定すると

rεt ≈ ∆rε を得る. これは平均曲率流を符号付き距離関数に関して表現したものに他ならない.

Mε
t

uε ≈ +1 uε ≈ −1

Ω

図 3

次に (2)の第 2式を導出しよう. (1)の境界条件から,

−uε
t

|∇Γuε|
=

∂uε

∂ν

|∇Γuε|
=

|∇uε|
|∇Γuε|

∇uε

|∇uε|
· ν

を得る. 図 4のように nb を決めると,
−uε

t

|∇Γuε|
≈ vb · nb,

|∇uε|
|∇Γuε|

≈ 1

sin θ
,

∇uε

|∇uε|
· ν ≈ cos θ であるので, (2)

の動的境界条件が導出された. 以上から形式的に, (1)から (2)を得ることができた.

ν

∇uε

∇Γu
ε

nb

Mε
t

Γθ

uε ≈ −1

uε ≈ +1

∂uε

∂ν ν

図 4
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3 弱解の定義

(2) の弱解を導入する前に, 古典解に対して成り立つ事柄を述べる. 簡単のため, まずは {Mt}t≥0 を, Rd

内の平均曲率流を考える (∂Mt = ∅ であることに注意). 任意の 0 ≤ t1 < t2 < ∞ と任意の非負関数

ϕ ∈ C1
c (Rd × [0,∞))に対して, 部分積分から以下の不等式を得る:∫

Mt

ϕdH d−1
∣∣∣t2
t=t1

≤
∫ t2

t1

∫
Mt

(
− ϕ|h|2 +∇ϕ · h+

∂ϕ

∂t

)
dH d−1dt. (6)

(6)は Brakkeの不等式と呼ばれ, 明らかに等式で成り立つものであるが, 実は平均曲率流を特徴づけるには不

等式で十分であることが知られている.即ち, 次が成り立つ (証明は [14]参照):

Proposition 2. M ⊂ Rd × [0,∞)を滑らかな超曲面とし, Mt := {x ∈ Rd : (x, t) ∈ M}とする. このとき

以下は同値である:

1. {Mt}t≥0 は平均曲率流である.

2. 任意の 0 ≤ t1 < t2 < ∞と任意の非負関数 ϕ ∈ C1
c (Rd × [0,∞))に対して (6)が成り立つ.

Remark 3. (6)において不等号を考える理由として, Proposition 2に加えて, 弱解の定義には不等号の方が

都合が良いことが挙げられる (Remark 10参照).

次に, {Mt}t≥0 を, ∂Mt ⊂ Γを満たす平均曲率流とし, 境界条件は課さないとする. 先程と同様に, 任意の

0 ≤ t1 < t2 < ∞と∇ϕ · ν = 0 on Γを満たす任意の非負関数 ϕ ∈ C1
c (Ω× [0,∞))に対して, 以下の不等式を

得る:∫
Mt

ϕdH d−1
∣∣∣t2
t=t1

≤
∫ t2

t1

∫
Mt

(
− ϕ|h|2 +∇ϕ · h+

∂ϕ

∂t

)
dH d−1dt+

∫ t2

t1

∫
∂Mt

ϕvb · γ dH d−2dt.

ここで, γ は ∂Mt の外向き法線ベクトルである (図 1, 図 5参照). 上式に (2)の境界条件を課すと, 図 5より

vb · γ = −| cos θ||vb|であることと, | cos θ| = |vb|| sin θ|から∫
Mt

ϕdH d−1
∣∣∣t2
t=t1

≤
∫ t2

t1

∫
Mt

(
− ϕ|h|2 +∇ϕ · h+

∂ϕ

∂t

)
dH d−1dt−

∫ t2

t1

∫
∂Mt

ϕ|vb|2 sin θ dH d−2dt (7)

を得る (vb は, 0 < θ < π
2 なら nb と同じ向き, π

2 < θ < π なら nb と逆向きになるので, 必ず γ · vb ≤ 0となる

ことに注意). 以上から, 動的境界条件を考える場合には (6)の代わりに (7)を弱解として考えればよいと推測

できる. しかし, (7)のみでは境界条件を表現できないため, 境界条件に関しては, [13]による Neumann境界

条件の定式化を動的境界条件に置き換えて考察する. Varifoldの表記に従って, 曲面Mt の第 1変分を δVt で

表す. 境界を持つ曲面Mt に対する第 1変分は, 任意の g ∈ C1
c (Rd;Rd)に対して

δVt(g) =

∫
M

divMg dH d−1 = −
∫
Mt

h · g dH d−1 +

∫
Mt

γ · g dH d−2 (8)

で与えられることに注意すると, δVt⌊Γ(g) =
∫
Mt

γ · g dH d−2 である. これと動的境界条件から

δVt⌊Γ(g − (g · ν)ν) =
∫
Mt

γ · (g − (g · ν)ν) dH d−2 =

∫
Mt

(γ · nb)nb · (g − (g · ν)ν) dH d−2

=

∫
Mt

(− cos θ)nb · g dH d−2 = −
∫
Mt

vb · g sin θ dH d−2,
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即ち

δVt⌊Γ(g − (g · ν)ν) = −
∫
Mt

vb · g sin θ dH d−2 (9)

を得る. (9)は動的境界条件とみなすことができる.

Mt

γ

ν

nb

vbθ

図 5

varifoldの第 1変分を以下で定める.

Definition 4. d 次正方行列 A = (aij), B = (bij) について A : B =
∑d

i,j=1 aijbij とする. M ⊂ Ω を

(d − 1)-次元修正可能集合とし, θ を M 上可積分な正値関数とする. Radon 測度 µ := θH d−1⌊M から
自然に導出される varifold を V とおく (詳しくは [14] 参照). V の第 1 変分を, g ∈ C1(Ω;Rd) に対して

δV (g) :=
∫
Ω
Txµ : ∇g dµで定める. ここで Txµは x ∈ sptµにおける概接平面である.

本報告における (2)の弱解を以下で定義する.

Definition 5 (動的境界条件付き Brakkeの平均曲率流). {µt}t≥0 を, Ω上の Radon測度の族とする. αを,

Γ × [0,∞)上の Radon測度, vb ∈ (L2
loc(α,Γ × [0,∞)))d とする. 以下が成り立つとき, ({µt}t≥0, α, vb)の 3

つの組を動的境界条件付き Brakkeの平均曲率流とよぶ:

1. 殆ど至る所の t ≥ 0に対して, (d − 1)-次元修正可能集合Mt と, Mt 上で定義され, H d−1 の意味で可

積分な正値関数 θt が存在して, µt = θtH d−1⌊Mt が成り立つ.

2. 以下の測度の絶対連続性が成り立つ:∥∥∥∥∫ ∞

0

δVt⌊Ω+δVt⌊⊤Γ dt+ Sα,vb

∥∥∥∥ ≪ µ on Ω× [0,∞). (10)

ここで, dµ := dµtdt, δVt⌊⊤Γ (g) := δVt⌊Γ(g − (g · ν)ν) (g ∈ (Cc(Ω))
d),

∫∞
0

δVt⌊⊤Γ dt は g ∈
(Cc(Ω × [0,∞)))d に対して

∫∞
0

δVt⌊⊤Γ (g(·, t)) dt で定義される測度, Sα,vb(g) :=
∫
Γ×[0,∞)

g · vb dα
(g ∈ (Cc(Ω))

d)である.

3. 任意の 0 ≤ t1 < t2 < ∞と ∇ϕ · ν = 0 on Γを満たす任意の非負関数 ϕ ∈ C1
c (Ω × [0,∞))に対して,

以下の不等式が成り立つ:∫
Ω

ϕdµt

∣∣∣t2
t=t1

≤
∫ t2

t1

∫
Ω

(
− ϕ|h|2 +∇ϕ · h+

∂ϕ

∂t

)
dµtdt−

∫
Γ×(t1,t2)

ϕ|vb|2 dα. (11)

ここで hは, ∫ ∞

0

δVt⌊Ω+δVt⌊⊤Γ dt+ Sα,vb = −hµ (12)

で定義されるベクトル値関数である.
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Remark 6.

1. 最初の条件は, Radon測度 µt が θt という重み関数付きのほぼ C1 級の曲面であるということを表すも

のである.

2. dµt ≈ dH d−1⌊Mt
, dα ≈ sin θdH d−2⌊∂Mt

dtとみなせる.

3. (10)の左辺に含まれる測度の台は Γ× [0,∞), 右辺の µの台は Ω× [0,∞)に含まれるということに注

意すると, もし µ(Γ × [0,∞)) = 0であれば,
∫∞
0

δVt⌊⊤Γ dt = −Sα,vb , 即ち, 任意の g ∈ C1
c (Rd;Rd)に

対して∫ ∞

0

∫
∂Mt

γ·(g−(g·ν)ν) dH d−2dt ≈
∫ ∞

0

δVt⌊⊤Γ (g) dt = −Sα,vb(g) ≈ −
∫ ∞

0

∫
∂Mt

g·vb sin θ dH d−2dt

であるので, (9)より, (10)は動的境界条件に対応しているといえる. 尚, µ(Γ× [0,∞)) = 0という条件

は, 古典解でいえばMt が境界 Γに張り付かないという主張であるが, これがどのような条件で成立す

るのかは未解決である. 例えば, Neumann境界条件の場合は, [12]によって Γに µt の台が張り付くよ

うな定常解の例が示されている (定常解であれば, 動的境界条件と Neumann境界条件は同値である).

4. varifoldに対する一般化された平均曲率ベクトル hは通常 (8)の等式を用いて定義されるが, 曲面Mt

は Γ に張り付く場合も考えられるため, 本研究における弱い意味での平均曲率ベクトル h は (12) に

よって定義している.

4 主結果

まず, 動的境界条件付き Brakkeの平均曲率流に収束する近似列を定義する.

Definition 7. uε を (1)の解とし, σ :=
∫ +1

−1

√
2W (s) dsとする. Ω上の Radon測度 µε

t , Γ× [0,∞)上の測

度 αε, Γ× [0,∞)上のベクトル値関数 vεb を以下で定義する:

dµε
t :=

1

σ

(ε|∇uε(·, t)|2

2
+

W (uε(·, t))
ε

)
dx, dαε :=

ε

σ
|∇Γu

ε|2dH d−1⌊Γdt,

vεb :=


−uε

t

|∇Γuε|
∇Γu

ε

|∇Γuε|
if |∇Γu

ε| ̸= 0,

(1, 0, . . . , 0), if |∇Γu
ε| = 0.

我々は (1)の解の特異極限に対して以下の結果を得た.

Theorem 8 ([7]). {uε
0}ε∈(0,1) を, ある定数 D > 0が存在して supε∈(0,1) µ

ε
0(Ω) ≤ D が成り立つ関数の族と

する. uε を, uε
0 を初期値とする (1)の解とし, µε

t , α
ε, vεb を, Definition 7によって定義される測度及び関数と

する. さらに, 殆ど至る所の t ≥ 0に対して,

lim
ε→0

∥∥∥∥ε|∇uε(·, t)|2

2
− W (uε(·, t))

ε

∥∥∥∥
L1(Ω)

= 0 (13)

が成り立つと仮定する. このとき, 以下が成り立つ:

1. ある部分列 ε′ → 0と Radon測度の族 {µt}t≥0 が存在して, 任意の t ≥ 0に対して∫
Ω

ϕdµε′

t →
∫
Ω

ϕdµt, ∀ϕ ∈ Cc(Ω)
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が成り立つ. さらに, Radon測度 αとベクトル値関数 vb が存在して∫
Γ×[0,∞)

g · vε
′

b dαε′ →
∫
Γ×[0,∞)

g · vb dα, ∀g ∈ (Cc(Γ× [0,∞)))d

が成り立つ.

2. ({µt}t≥0, α, vb)は動的境界条件付き Brakkeの平均曲率流である.

Remark 9. Ω′ ⊂⊂ Ωとすると, supε∈(0,1) µ
ε
0(Ω) ≤ D であれば, 殆ど至る所の t ≥ 0に対して

lim
ε→0

∥∥∥∥ε|∇uε(·, t)|2

2
− W (uε(·, t))

ε

∥∥∥∥
L1(Ω′)

= 0 (14)

を満たす部分列 ε′ → 0を取ることが出来る ([9]の単調性公式を用いた手法による). 故に, 仮定 (13)は, 殆ど

至る所の t ≥ 0について µt(Γ) = 0であれば外すことが出来る. Remark 6で述べたように, これは古典解に

置き換えれば “曲面Mt が境界 Γに貼りつかない”ということに対応する. 仮定 (13)を取り除くには, 境界 Γ

での単調性公式を導けば十分であるが, Neumann境界条件に関しては [10, 13]によって得られているものの,

動的境界条件に関しては未解決である.

5 Brakkeの不等式の証明の概略

最後に, 主結果について, Brakke の不等式 (11) に絞って証明の概略を述べる. まず, 測度 dα ≈
sin θdH d−2⌊∂Mtdt がどのように近似できるのかを考察する. uε = qε(rε) とおいたとき, rε が Mε

t の符

号付き距離関数の近似になっていることから, {uε ≈ +1}と {uε ≈ −1}の境界層の幅はおおよそ εオーダー

であることがわかる. 境界層は角度 θ で Γに接しているので, Γ上では境界層の幅が ε̃ =
ε

sin θ
のオーダーに

変化する (図 6参照). ∇Γu
ε は, 境界層では

1

ε̃
のオーダー, 境界層の外ではほぼ 0であることから, 適当な定

数 σ を用いて dH d−2⌊∂Mt
≈ ε̃

σ |∇Γu
ε|2dH d−1⌊Γ であることがいえる (実際は σ =

∫ +1

−1

√
2W (s) dsとでき

る). これと
|∇Γu

ε|
|∇uε|

≈ sin θ より

dH d−2⌊∂Mt
≈ ε̃

σ
|∇Γu

ε|2dH d−1⌊Γ≈
ε

σ
|∇Γu

ε||∇uε|dH d−1⌊Γ=: dβε
t

が成り立ち, さらに同様の議論で

sin θdH d−2⌊∂Mt
≈ ε

σ
|∇Γu

ε|2dH d−1⌊Γ=: dαε
t (15)

が得られる. 以上より, dαε = ε
σ |∇Γu

ε|2dH d−1⌊Γdtによって定められる αε は αの近似になっていることが

わかった.

Mε
t

θ
ε

ε̃
図 6
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次に, 平均曲率ベクトルの近似について考察する. dµ̃ε
t :=

ε
σ |∇uε(·, t)|2dx, dξεt = σ−1

(
ε|∇uε|2

2 − W (uε)
ε

)
dx

とおく. (13)より,
µ̃ε
t ≈ µε

t , ξεt ≈ 0 (16)

であることがわかる. aε :=
∇uε

|∇uε|
, I を単位行列とする. 任意の g = (g1, g2, . . . , gd) ∈ C1

c (Rd;Rd)について,

部分積分により以下が成り立つ:∫
Ω

(I − aε ⊗ aε) : ∇g dµε
t =− σ−1

∫
Ω

(g · ∇uε)
(
− ε∆uε +

W ′(uε)

ε

)
dx+

∫
Ω∩{|∇uε|≠0}

∇g · (aε ⊗ aε) dξεt

+ σ−1

∫
Γ

(g · ν)
(ε|∇uε|2

2
+

W (uε)

ε

)
dH d−1 − σ−1

∫
Γ

ε(g · ∇uε)
∂uε

∂ν
dH d−1

− σ−1

∫
Ω∩{|∇uε|=0}

∇g · IW (uε)

ε
dx =: I1 + I2 + I3 + I4 + I5.

(17)

まず, (16)より, I2 ≈ 0, I5 ≈ 0である. I3, I4 に関しては以下が成り立つ:

I3 + I4 ≈σ−1

∫
Γ

g · νε|∇uε|2 − εg · ∇uε ∂u
ε

∂ν
dH d−1 = σ−1

∫
Γ

(g · ν − (g · aε)(ν · aε))ε|∇uε|2 dH d−1

=

∫
Γ

g · |∇uε|
|∇Γuε|

(ν − (ν · aε)aε) dβε
t ≈

∫
∂Mt

g · γ dH d−2.

(18)

ここで |∇uε|
|∇Γuε| (ν − (ν · aε)aε) ≈ 1

sin θ (ν − (ν · aε)aε) ≈ γ であることと (図 7参照), βε
t ≈ H d−2⌊∂Mt

を用い

た. 以上から, divMε
t
g = (I − aε ⊗ aε) : ∇g であることと, (8), (17), (18)より,∫

Mt

h · g dH d−1 ≈ σ−1

∫
Ω

(g · ∇uε)
(
− ε∆uε +

W ′(uε)

ε

)
dx (19)

が成り立つ. 特に, hε :=
−ε∆uε + W ′(uε)

ε

|∇uε|
aε とおくと,

∫
Mt

h · g dH d−1 ≈
∫
Ω

hε · g dµ̃ε
t (20)

とかける.

Mε
t

γ

ν

θ

aε

ν − (ν · aε)aε

図 7
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最後に Brakkeの不等式 (11)を示す. ∇ϕ · ν = 0 on Γを満たす任意の非負関数 ϕ ∈ C1
c (Ω × [0,∞))に対

して, (1)と部分積分により

d

dt
µε
t (ϕ) = σ−1

∫
Ω

ϕ
(
ε∇uε · ∇uε

t +
W ′

ε
uε
t

)
dx+

∫
Ω

ϕt dµ
ε
t

=σ−1

∫
Ω

εϕ
(
−∆uε +

W ′

ε2

)
uε
t dx− σ−1

∫
Ω

ε(∇ϕ · ∇uε)uε
t dx+ σ−1

∫
Γ

εϕ(∇uε · ν)uε
t dH

d−1 +

∫
Ω

ϕt dµ
ε
t

=− σ−1

∫
Ω

ϕ|hε|2ε|∇uε|2 dx+ σ−1

∫
Ω

(∇ϕ · hε)ε|∇uε|2 dx− σ−1

∫
Γ

εϕ(uε
t )

2 dH d−1 +

∫
Ω

ϕt dµ
ε
t

=−
∫
Ω

ϕ|hε|2 dµ̃ε
t +

∫
Ω

(∇ϕ · hε) dµ̃ε
t −

∫
Γ

εϕ|vεb |2 dαε
t +

∫
Ω

ϕt dµ
ε
t

(21)

が成り立つ. 最後に, ε → 0としたとき, (16), (21)より (11)が得られ, さらに (15), (20)より, 得られた (11)

は (7)の一般化であることがわかる.

Remark 10. hε は次の意味で hに弱収束している:∫
hε · g dµ̃ε

t →
∫

h · g dµt, ∀ g ∈ Cc(Ω× [0,∞);Rd), a.e. t ≥ 0.

また, このような収束に対して, 以下の不等式が成り立つ ([9]参照):∫
|h|2 dµt ≤ lim inf

ε→0

∫
|hε|2 dµ̃ε

t .

ゆえに, (11)を等式で示すのであれば, 上の不等式も等式で示す必要があるが, それは一般には成り立たない.
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