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自己重力下で断熱運動する気体星の内部構造を規定する Euler-Poisson方

程式

∂ρ

∂t
+

3∑
k=1

∂

∂xk
(ρvk) = 0, (1a)

ρ
(∂vj

∂t
+

3∑
k=1

vk
∂vj

∂xk

)
+

∂P

∂xj
+ ρ

∂Φ

∂xj
= 0, j = 1, 2, 3, (1b)

ρ
(∂S
∂t

+

3∑
k=1

vk
∂S

∂xk

)
= 0, (1c)

△Φ = 4πGρ (1d)

を解析する。ここで t ≥ 0,x = (x1, x2, x3) ∈ R3, ρ ≥ 0, Gは正の定数。ρ(t, ·)
は台がコンパクトとし，(1d)を

Φ(t,x) = −4πGKρ(t, ·)(x) = −G

∫
ρ(t,X′)
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dx′ (2)

で置き換える。また，理想気体の状態方程式

P = ργ exp
( S

CV

)
(3)

を仮定する。ここに，γ,CV は正の定数で 1 < γ < 2とする。

半径Rの球対称平衡解 ρ = ρ̄, P = P̄ , S = S̄,Φ = Φ̄ をひとつ固定する。す

なわち，ρ̄ 等は r = ∥x∥のみの函数であり，ρ̄(x) > 0 ⇔ r = ∥x∥ < Rであっ

て，適当ななめらかさと真空境界での挙動に関する条件をみたすとする。もち

ろんこの条件は，S̄ =定数，6/5 < γ < 2のときLane-Emden函数の与える平

衡解がみたす条件である。この平衡解からのEuler摂動 ξ = δx, δρ.δP, δS, δΦ

の時間発展を規定する方程式を線型近似すると，
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となる。ここに，
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1
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δρ+∇δΦ,

δρ = −(∇|ρ̄ξ), δΦ = −4πGK(δρ). (5)
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であり，xは Lagrange座標に流用してBR := {x ∈ R3|r = ∥x∥ < R}を動く
ものとしており，摂動の初期条件にはLagrange摂動について∆ρ = 0,∆S = 0

を仮定した。（Lagrange摂動 ∆は線型近似下では δ + (ξ|∇)に等しい。）こ

のとき，∆S = 0 ∀tだから，

δP =
γP

ρ
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となる。ただし，er =
∂
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であり，A ≤ 0

の仮定の下でN :=
√
−AdΦ̄/drはいわゆる Brunt-Väisälä振動数である。

線型微分積分作用素 Lを函数空間 H := L2(BR, ρ̄dx)で考える。

C∞
0 (BR)　で定義した L は下に有界な対称作用素であることがわかり，し

たがって，H内の自己共役作用素（以下同じ Lで表す）へ Friedrichs拡張で

きる。そのスペクトルがどうなるかを問題にする。

[2] で証明したように，S̄ = 定数のときは，H で稠密な空間 F = H ∩

{ξ|(∇|ρ̄ξ) ∈ G} （ただし G := L2(BR,
1

ρ

dP

dρ
dx) ∩ {g|

∫
gdx = 0}) での

L のスペクトルは Σ = {0} ∪ {λj} となる。ここに，固有値 0は重複度∞ で
あり，固有値 λj は重複度有限，λ1 < · · · < λj → +∞である。しかし，S̄が

定数でないときは，スペクトルはこのように具体的にはわかっていない。尤

も，S̄ =定数のときでも，F ではなく本来の Hで考えたときの Lのスペクト

ルが Σ以外に連続スペクトルをもつかどうかは未解決である。

さらに S̄ ̸=定数のとき，宇宙物理学の文献（例えば [1], [4]）によると，いわゆ

る「g-mode」とよばれる 0に集積する固有値列 (λ−n)n, λ−1 > · · ·λ−n → +0

が現れるとされているが，その数学的に厳密な証明も未解決である。

これらの問題について [3]に基づいて球調和函数による展開をもちいたも

う少し詳しい状況説明をしたい。
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