
反応拡散系の特異極限問題に関する２つの話題
二宮　広和 (明治大学)*

1 はじめに
多くの現象を表現するモデルとして，反応拡散系が使われ，さまざまな時空間パターン

が報告されている ([7, 8, 11, 13, 14]). 2成分の場合，{
ut = d1∆u+ f(u, v),
vt = d2∆v + g(u, v)

(1.1)

となる．この方程式の解のダイナミクスを知りたいが，一般には難しいので，小さいパラ
メータを導入して，解の形状を階段関数にすることで，複雑なプロファイルに関する情
報を簡素化し，不連続となる界面の幾何学的な情報に集中することができる．ここでは，
２つの特異極限問題を考察する．

2 反応界面系
(1.1)に小さなパラメータを入れる方法はいろいろあるが ([5])，[2]で考察された以下

の反応拡散系を考えよう．ut = ∆u+
1

ε2
(fε(u)− εβv), x ∈ R2, t > 0,

vt = g(u, v), x ∈ R2, t > 0,
(2.1)

ここで，εは正の定数で非常に小さいとする．また，α > 0, β > 0, gj > 0 (j = 1, 2, 3, 4)

とし，fε, g は以下の通りとする．

fε(u) := u(1− u)

(
u− 1

2
+ εα

)
, g(u, v) = g1u− g2v

g3v + g4
.

ε > 0が小さい場合に，常微分方程式系が単安定になるように，g1g3 > 2g2 を仮定する．
これまで，[5]のように (2.1)の v の方程式に拡散項がついた問題が考えられてきた．拡
散項がない場合は，極限問題が一般の初期値に関して適切な問題ではないことが知られ
ている ([1])．[3, 4]では，[1]のアイデアを参考に弱解の構成と解のダイナミクスを調べ
ることに成功した．その概要を説明していく．1次元の場合の (2.1)の特異極限問題は，

V = W (v) := a− bv, x ∈ ∂Ω(t), t > 0,

vt = g(1Ω(t), v), x ∈ R, t > 0,

Ω(0) = Ω0, v(x, 0) = v0(x), x ∈ R

(2.2)
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となる．ここで，1Ω(t) は Ω(t)上で 1，Ω(t)の外で 0になる特性関数で，V は法線速度，

W (v) = a− bv, a =
√
2α, b = 6

√
2β

である (詳細は [2]参照)．これを反応界面系と呼ぶ．(Ω0, v0)は以下を満たすとする．

(H1) (有界性) Ω0 は m個の区間よりなるとする．つまり，Ω0 :=
∪m

i=1(x
0
i , x

0
i+1)．ここ

で，xi < xi+1 (i = 1, · · · , 2m− 1)とする．また，v0 ≥ 0は有界なリプシッツ連続
関数とし，M := ∥v0∥L∞(R) とおく.

(H2) (適切性) x ∈ ∂Ω(0)上W (v0(x)) ̸= 0.

QT := R × [0, T ] 上での古典解を定義することができ，(H1), (H2) の仮定の下で,

(2.2)の局所古典解の存在および一意性を示すことができる．しかし，古典解では界面の
衝突など大変形を伴う遷移過程を扱えないので，弱解を定義して時間大域的な解を取り
扱えるようにする．

定理 2.1（[3, 4]） (H1), (H2)を仮定すると，(2.2)の大域的な弱解 (Ω, v)が一意的に
存在する．さらに， (2.2)の弱解は以下のいずれかである．

(I) ある時刻 T が存在して，Ω(t) = ∅ (t ≥ T ), limt→∞ supx∈R |v(x, t)| = 0をみたす.

(II) m+ 個の右に動くパルス解と m− 個の左に動くパルス解をもつ関数 v∞(x, t)に収
束する．

(III) (II)に加えて，２つのフロント解が存在するような v∞(x, t)に収束する．

3 面積保存曲率流
1986年，Gageは平面曲線 Γ(t)の面積保存曲率流

V =
2π

L(t)
− κ

を考察し，凸閉曲線は，円に収束することを示した [6]．ここで，Γ(t)の囲む領域を Ω(t)

とし，V は，Ω(t)の外向き法線速度，κを曲率，L(t)は Γ(t)の長さである．面積や体積
を保存する界面の運動は，アメーバなどの細胞運動や油滴の運動など自然界に数多く見
られる．これらの運動では，外界の影響を受けて運動を行っているので，ここでは，非一
様場における面積保存曲率流を対象としよう．養分・走化性物質や界面活性剤の濃度な
どの外界からの刺激を aとする．この aは，空間 (x, y)にのみ依存し，時間 tによらない
と仮定し，界面 Γ(t)上の点 (x, y)での外力は，その点での刺激 a(x, y)に比例と仮定しよ
う．比例定数K をもつ曲率流

V = Ka(x, y)− κ



によって動く界面 Γ(t)が囲む領域 Ω(t)の面積が保存することから，

d

dt

∫ ∫
Ω(t)

dxdy =

∫
Γ(t)

V ds =

∫
Γ(t)

(Ka(x, y)− κ) ds = K

∫
Γ(t)

a(x, y)ds− 2π = 0

となり，比例定数K がK = 2π/
∫
Γ(t)

κdsと求められる．以降，非一様場における面積保
存曲率流

V =
2πa(x, y)∫

Γ(t)

a(x, y)ds
− κ (3.1)

を考察する．
(3.1)における定常解や単純閉凸曲線解の大域的存在については，すでに [9, 10]で議論

している．ここでは，界面 Γ(t)が十分小さい円に近い場合のダイナミクスについて考察
しよう．このとき，∫

Γ(t)
a(x, y)dsが小さくなるので，(3.1)は一種の特異摂動問題になっ

ていて，その極限問題を求めることに対応していることに注意する．
Ω(t)の中心 c(t)を

c(t) =
1

|Ω(t)|

∫ ∫
Ω(t)

xdxdy =
1

3|Ω(t)|

∫
Γ(t)

(x · n)xds

で定めよう．ここで，nを単位法線ベクトルとし，x = (x, y)T とした．このとき，Ω(t)

の中心 c(t)のみたす方程式は，

Ct =
∇a(C)

a(C)
= ∇ log a(C), C(0) = c(0) (3.2)

で近似できることが，以下の定理により示される．

定理 3.1（[12]） Γ(0) ⋐ {(x, y) ∈ R2 | a(x, y) > 0}をみたし，Γ(0)が囲む面積は πε2

とし，Γ(0)は半径 εの円に十分近いと仮定する．また，C(t)を (3.2)の解で，t → ∞で
C∗ = (x∗, y∗)T に収束すると仮定する．さらに，∇2a(x∗, y∗) < 0と仮定する．このとき，
以下をみたす正数 ε∗ とK1 が存在して, ε ∈ (0, ε∗]のとき，

sup
t≥0

|c(t)−C(t)| ≤ K1ε

がなりたつ．

細胞は，小さいため外界からの刺激 a(x, y)の勾配を検知することは，難しいと考えら
れてきた．しかし，この定理は，細胞膜などの境界で外界の刺激の大きさのみを検知すれ
ば，体積保存の性質から，自動的に勾配を検知できることを意味している．
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