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本講演の内容は, Luc Molinet氏 (トゥール大学)との共同研究に基づく. 次の初期値
問題を考える:

∂tu+ Lα+1u+ ∂x(f(u)) = 0, (t, x) ∈ R× T, (1)

u(0, x) = u0(x), x ∈ T. (2)

ここで, T = R/2πZ, α ∈ [1, 2]. また, u0(x) : T → Rは既知関数, u(t, x) : R × T → R
は未知関数である. 以下, PNは周波数N付近に制限するLittlewood-Paley作用素, Hは
ヒルベルト変換, D̂x = |ξ|とする. 本研究では, Lα+1とfに以下を仮定する.

仮定 1. L̂α+1 = −ipα+1(ξ). ここで, pα+1(ξ) ∈ C1(R)∩C2(R\{0})は実数値奇関数であ
り, ある ξ0 > 0に対し, ξ ≥ ξ0ならば, p′α+1(ξ) ∼ ξαとp′′α+1(ξ) ∼ ξα−1が成立する.

仮定 2. f : R → Rは実解析的であり, そのテイラー展開の収束半径は無限大.

方程式 (1)のクラスは, KdV方程式 (L3 = ∂3
x, f(x) = x2)や, Benjamin-Ono方程式

(L2 = −H∂2
x, f(x) = x2)を含む. また, 純粋な分散項 (Lα+1 = −∂xD

α
x )が摂動されたよ

うな場合も含まれる. 具体的には, Intermidiate LongWave作用素L2 = −∂xDx coth(Dx)

や, Smith作用素L2 = −∂x(D
2
x + 1)1/2なども仮定 1を満たす. 仮定 2を満たす関数は,

多項式の他にex, sin x, cos xや, これらの積や合成などがある. KdV方程式やBenjamin-

Ono方程式は, 可積分系の方程式として知られている. 本研究の目的は, そのような特
殊な対称構造は用いずに, 仮定 1及び 2を満たす広いクラスの方程式に対する初期値
問題の適切性と, 無条件一意性を証明することである. 本研究での主な興味の対象は,

f(x) = xk, k ≥ 4の場合である.

一般化KdV方程式(L3 = ∂3
x, f(x) = xk, k ≥ 4)に対する先行研究を述べる. Colliander-

Keel-Staffilani-Takaoka-Tao [2]は, Xs,b空間上の多重線形評価を用いることでH1/2(T)
における初期値問題の適切性を示した. 無条件一意性については, H2/3(T)での結果が
[4]によって報告されている. なお [4]では仮定 1及び 2のもとで初期値問題の適切性と
無条件一意性がHs(T), s ≥ 1− α

2(α+1)
で得られている. 本研究の主結果を述べる.

定理 1 ([5]). α ∈ [1, 2]に対して, 仮定1及び2が成立しているとする. また, s > 1/2と
する. このとき, 初期値問題 (1)–(2)は s ≥ s(α) = 1− α

4
に対して, Hs(T)において時間

局所適切である. 更に, 無条件一意性が成立する.

注意 2. s(2) = 1−1/2 = 1/2であるが, s > 1/2という仮定が必要であるためα = 2のと
きの適切性の結果は [2]の結果よりも ε > 0だけ弱い. s > 1/2は埋め込みH1/2+(T) ↪→
L∞(T)を用いることから生じる.

証明のポイントは, 非線形項の微分から生じる微分の損失をいかに解消するかにあ
る. 方程式 (1)は次数の高い非線形項も含むため, 非線形相互作用には, 共鳴なものと
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非共鳴なものの二種類ある. [4]では, 非共鳴な相互作用を [6]によって導入された議論
に基づき処理した. その内容は, 時間に関する部分積分に相当する方法を使うことであ
り, s > 1/2であれば容易に評価を閉じることができる. 共鳴な相互作用は, [3]による
Strichartz型評価を用いた. [4]のs ≥ 2/3という仮定は, このStrichartz型評価を用いた
ことによる. このため, 以下では共鳴な相互作用をより弱い仮定のもとで処理する方法
について述べる. 方針は, [3]によるStrichartz型評価を双線形化することである.

命題 3. 0 < T < 1, α ∈ [1, 2], N1, N2 ∈ 2N, f1, f2 ∈ L∞(]0, T [;L2(T))とする. また,

u1, u2 ∈ C([0, T ];L2(T))は∂tuj +Lα+1uj + ∂xfj = 0 を ]0, T [×T上で満たしているとす
る (j = 1, 2). このとき次が成り立つ：

∥PN1u1PN2u2∥L2
T,x

≲ T− 1
4 (N1 ∨N2)

1
2
−α

4 (∥PN1u1∥L2
T,x

+ ∥PN1f1∥L2
T,x

)

× (∥PN2u2∥L∞
T L2

x
+ ∥PN2f2∥L∞

T L2
x
).

(3)

先行研究 [4]で用いたStrichartz型評価は,

∥PNu∥L4
T,x

≲ N
1

4(α+1) (∥PNu∥L4
TL2

x
+ ∥PNf∥L4

TL2
x
) (4)

であった. (3)は, 正則性の観点から (4)の改良になっている：
2

4(α + 1)
−

(
1

2
− α

4

)
=

α(α− 1)

4(α + 1)
≥ 0.

しかし α = 1のときは右辺は = 0となり, 実際 [5]と [4]は同じ結論になる. この評
価 (3)を共鳴な相互作用 (3つの inputがHighで, outputがHighのとき)に用いると,

4(s− (1
4
− α

8
)) ≥ 2s+ 1 ⇔ s ≥ s(α)であることが必要となる.

評価 (3)を得る上で, ある集合における格子点の個数を数え上げることが重要となる.

x ∈ Tの設定では, 周波数空間において一点が測度をもつため得られた評価をそのまま
応用することは難しい. ポイントとなるのは, 時間を短く制限することで得られるある
種の平滑化効果をXs,b空間の枠組みで用いることである ([1]). その元になるのは, 次の
簡単な不等式である：

∥χ(L · )g∥L2(R) ≤ ∥χ(L · )∥L2(R)∥g∥L∞(R) ≲ L− 1
2∥g∥

B
1
2
2,1(R)

.

ここでχ ∈ C∞
0 (R)であり, B

1
2
2,1(R)はベゾフ空間である. この不等式は, 不確定性原理

の応用とも言える.
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