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「空間非一様な飽和値をもつ退化楕円型方程式の解の形状」

11:00-11:50 石毛和弘（名大多元数理）

「Neumann条件下における semilinear heat equationの爆発問題について」
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「Asymptotic behavior of some global solutions for

nonlinear parabolic problems with critical Sobolev nonlinearity」
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「Instability of nonradial bound states for 2D nonlinear Schrödinger equation」
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「極渦のある球面での渦層の運動」

11:00-11:50 長山雅晴（京大数研）

「反応拡散場での粒子運動の数理モデルについて」

12:00-12:50 大崎浩一（宇部高専）

「反応・拡散・移流方程式系に対するアトラクター」

本研究集会は、以下の科学研究費補助金（基盤 C(2)：辻川、仙葉、壁谷／若手 B：矢崎）
課題番号 研究代表者 課題名

15540128 辻川 亨 移流項を含む反応拡散方程式による集合パターンの漸近解析
15540176 仙葉 隆 単純化された走化性方程式系の爆発解の挙動と爆発点に関する研究
15540211 壁谷喜継 非線形楕円型微分方程式における大域的分岐・不完全分岐の解明
15740073 矢崎成俊 界面運動、結晶成長モデル、及び自由境界問題の数理解析
の援助を受けています。

世話人： 辻川 亨、仙葉 隆、壁谷喜継、矢崎成俊（宮崎大学工学部）
連絡先： 辻川 亨 (Tohru Tsujikawa)

〒 889-2192 宮崎市学園木花台西 1-1 宮崎大学工学部材料物理工学科
E-mail：tujikawa@cc.miyazaki-u.ac.jp
TEL：0985-58-7381／ 0985-58-7288（事務室）& FAX：0985-58-7289
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CAUCHY-DIRICHLET PROBLEM FOR THE EVOLUTION
OF CONSTANT MEAN CURVATURE SURFACE †

Masashi Misawa, Department of Mathematics, Faculty of Science, Kumamoto University.

§ Introduction Let m ≥ 2 be a positive integer and Ω be a bounded domain in m−dimensio
-nal Euclidean space Rm with smooth boundary ∂Ω. For a real number H , the surface of
constant mean curvature H in Rm+1 is prescribed by the nonlinear degenerate elliptic systems
of second order partial differential equations, called “H−system”,

−div
(
|∇u|m−2∇u

)
= m

m
2 H∇1u ∧ · · · ∧ ∇mu (1.1)

for a map u(x) = (u1(x), . . . , um+1(x)) defined for x = (x1, . . . , xm) ∈ Ω with values into Rm+1,
where ∇α = ∂

∂xα , α = 1, · · · , m, ∇u is the spatial gradient of a map u, ∇u = (∇αu
i) , and

the cross product w1 ∧ · · · ∧ wm : Rm+1 ⊕ · · · ⊕ Rm+1 → Rm+1 is defined by the property
that w · w1 ∧ · · · ∧ wm = detW for all vectors w,wi ∈ Rm+1, i = 1, . . . , m, and for the (m +
1)× (m+1)−matrix W having the first row (w1, . . . , wm+1) and the i-th row (w1

i−1, . . . , w
m+1
i−1 ),

i = 2, . . . , m + 1. Here and in what follows, the notation |w|2 = w · w = wiwi is used for
w = (wi) ∈ Rm+1 and the summation notation over repeated indices is adopted.

We call a map u : Ω → Rm+1 conformal if

∇αu · ∇βu = λ2δαβ α, β = 1, . . . , m, (1.2)

hold in Ω for some real-valued function λ which does not vanish in Rm. If a map u is of C2−class
and conformal, then it is seen that u actually defines a hypersurface u(Ω) in Rm+1 which has
constant mean curvature H at every point u(x) ∈ u(Ω), x ∈ Ω (refer to [2, pp.41–42]). Now
we consider the Dirichlet boundary value problem for (1.1) with boundary value u0 which is a
given smooth map defined on Ω with values in Rm+1.

Note that the equation (1.1) has a variational structure. In fact, a solution of (1.1) gives a
surface of least area enclosing a given volume. We call such surfaces as above soap-bubbles. We
can recognize a solution of the Dirichlet problem for (1.1) to be a critical point of the variational
problem, which is to minimize the variational functional, called “m−energy”,

I(u) =
∫
Ω

1
m
|∇u|m dx, (1.3)

under the constraint that the quantity, called “volume-functional”,

V (u) = 1
m+1

∫
Ω
u · ∇1u ∧ · · · ∧ ∇mu dx (1.4)

is prescribed by V (u) = a given constant, where V (u) is interpreted as the algebraic volume
enclosed between the surface u(Ω) and a fixed surface u0(Ω) spanning the curve u0(∂Ω) defined
by the Dirichlet data u0. Observe that (1.1) is the Euler-Lagrange equation of the functional
E(u) = I(u) −m

m
2 HV (u), where the constant m

m
2 H is exactly Lagrange’s multiplier.

† This report is the preliminary version of the paper “Existence and regularity for the evolution of constant
mean curvature surfaces in high dimension”.



The one approach to look for a solution of the Dirichlet boundary value problem for (1.1) is
to exploit the evolution for (1.1). Consider the Cauchy-Dirichlet problem: For a map u : Ω∞ =
(0,∞) × Ω −→ Rm+1, u(z) = (u1(z), · · · , un(z)), z = (t, x) ∈ Ω∞,

∂tu− div
(
|∇u|m−2∇u

)
= m

m
2 H∇1u ∧ · · · ∧ ∇mu in Ω∞, (1.5)

u = u0 on {t = 0} × Ω
⋃

(0,∞) × ∂Ω. (1.6)

Note that the equation (1.5) precisely describes the trajectory of the negative gradient flow for
the variational functional E(u) = I(u)−m

m
2 HV (u). For the related results and topics, we can

refer to [8, 3] and references there. We report a global existence and a regularity of a weak
solution of (1.5) and (1.6) for a smooth data having a “small” image. Our main result is the
following.

Theorem 1 Suppose that u0 be a W 1,m ∩ L∞−map defined on Ω with values in Rm+1 sat-
isfying the “smallness” condition |H | supΩ |u0| < 1. Then, there exists a weak solution u ∈
L∞(0,∞;W 1,m(Ω, Rm+1))∩W 1,2(0,∞;L2(Ω, Rm+1)) of (1.5) and (1.6) such that supΩ |u(t)| ≤
supΩ |u0| holds for any t ≥ 0 and∫

(0,T )×Ω
|∂tu|2dz + E(u(T )) ≤ E(u0) (1.7)

holds for almost all T > 0. The solution u also satisfies the initial condition, |u(t)− u0|W 1,m(Ω)

−→ 0 as t→ 0, and boundary condition u(t) = u0 on ∂Ω in the trace sense in W 1,m(Ω, Rm+1)
for almost every t ∈ (0,∞).

Theorem 2 Suppose that u0 be a C2−map defined on Ω with values in Rm+1 satisfying the
“smallness” condition |H | supΩ |u0| < 1

2 . There exist a positive constant α < 1 such that the
weak solution obtained is locally Hölder continuous in (0,∞) × Ω with an exponent α on the

parabolic metric |t| 1
p + |x| and the Hölder constant is bounded by a positive constant depending

only on m,α, ∂Ω, |H | and the C2−norm of the data u0. The gradient of the solution is also
locally Hölder continuous in (0,∞) × Ω with an exponent α on the usual parabolic metric

|t| 12 + |x| and the Hölder constant is bounded by a positive constant depending only on m,α, |H |
and I(u0).

To prove the existence, we use a time-discrete approximation which consists of the mini-
mization of a family of variational functionals, of which the Euler-Lagrange equations are the
time-discrete elliptic partial differential equations of Rothe-type for (1.5) (refer to [6]). In the
study of regularity of a weak solution obtained above, we apply the regularity theorem for the
evolutional p−Laplacian systems with critical growth on the gradient (refer to [7]).

In the following, we explain how to show the validity of Theorem 1.

§ Existence of a small solution We make use of the method in [6] to construct approx-
imating solutions of (1.5) and (1.6). For u0 ∈ W 1,m(Ω, Rm+1), denote, by W 1,m

u0
(Ω, Rm+1), a

set of functions in W 1,m (Ω, Rm+1) which have the boundary value u0 on ∂Ω in the trace sense.
Let h be a positive number. Let u0 ∈ W 1,m ∩ L∞(Ω, Rm+1) such that |H | supΩ |u0| < 1. We

now inductively define a family of maps
{
uh

n

}
and functionals

{
Fh

n

}
in the set of maps

χ =

{
v ∈W 1,m

u0
∩ L∞(Ω, Rm+1) : |H | sup

Ω
|v| ≤ 1

}
(2.1)



for n = 1, 2, . . . as follows:

Fh
n(v) = E(v) +

∫
Ω

1
2h |v − uh

n−1|2dx, uh
0 = u0, (2.2)

uh
n ∈W 1,p

u0
(M,Sn−1) is a minimizer of the functional Fh

n in χ, namely,

Fh
n

(
uh

n

)
= inf

{
Fh

n(v) : v ∈ χ
}
. (2.3)

The Euler-Lagrange equations of Fh
n, n = 1, 2, . . . , are

uh
n − uh

n−1

h
− div

(
|∇|m−2∇uh

n

)
= m

m
2 H∇1u

h
n ∧ · · · ∧ ∇mu

h
n in Ω, (2.4)

which are approximate equations of Rothe type for (1.5). We claim the following.

Lemma 3 There exists a family {uh
n} of minimizers of {Fh

n} in χ, n = 1, 2, . . .. Each minimizer

uh
n ∈ χ, n = 1, 2, . . ., is actually a strictly inner minimizer of

{
Fh

n

}
in χ and satisfies (2.4) in

the distribution sense.

Proof. The set χ is weakly closed in W 1,m(Ω, Rm+1), since χ is actually closed and convex in
W 1,m(Ω, Rm+1). Noting by Schwartz’s inequality and the definition of the determinant that

|v · w1 ∧ · · · ∧ wm| ≤ |v||w1| · · · |wm| ≤ |v|
( |w1|2+···+|wm|2

m

)m
2 (2.5)

holds for all vectors v, wi ∈ Rm+1, i = 1, 2, . . . , m, we see that the estimate

Fh
n(v) ≥ 1

m+1I(v) (2.6)

holds for any v ∈ χ and then, Fh
n is coercive on χ with respect to the W 1,m−norm. The

integrands of Fh
n(v), n = 1, 2, . . . ,

1
2h |v − uh

n−1|2 + 1
m
|∇v|m −m

m
2 Hv · ∇1v ∧ · · · ∧ ∇mv (2.7)

are nonnegative, continuous on the variable v ∈ Rm+1 satisfying |H ||v| ≤ 1, and convex on
the variable ∇αu ∈ Rm+1, α = 1, . . . , m. Thus, from the well-known theorem (see [8, Theorem
1.6, p.9]), we see that Fh

n(v), n = 1, 2, . . . , are weakly lower-semi continuous in χ with respect

to the topology of W 1,m(Ω, Rm+1) and then, the existence of minimizers
{
uh

n

}
, n = 1, 2, . . . ,

follows from the direct method in the calculus of variations. Since Fh
n(v), n = 1, 2, . . . , are

C1−functional on W 1,m ∩ L∞(Ω, Rm+1), we can make calculation of the directional derivative
of Fh

n(v) along any vector pointing from uh
n into χ, n = 1, 2, . . .. Let φ ∈ W 1,m

0 (Ω, R), φ ≥ 0.
Then we can use the comparison map uh

n(1 − τφ) ∈ χ for any positive τ ≤ 1
supΩ φ

and make
calculation

0 ≤ lim
τ↘0

Fh
n(uh

n)−Fh
n(uh

n(1−τφ))
−τ = d

dτ

∣∣∣τ=1F
h
n

(
uh

n(1 − τφ)
)

=
∫
Ω
−φuh

n · uh
n−uh

n−1

h − |∇uh
n|m−2∇uh

n · ∇
(
φuh

n

)
+m

m
2 Hφuh

n · ∇1u
h
n ∧ · ∧ ∇mu

h
ndx

≤
∫
Ω

−|uh
n|2+|uh

n−1|2
2h − |∇uh

n|m−2∇1
2 |uh

n|2 · ∇φ− φ|∇uh
n|m(1 − |H | sup

Ω
|uh

n|) dx. (2.8)

Since uh
n ∈ χ, n = 1, 2, . . . , we have that 1 − |H | supΩ|uh

n| ≥ 0 and then, from (2.8), we obtain∫
Ω

|uh
n|2−|uh

n−1|2
2h + |∇uh

n|m−2∇1
2 |uh

n|2 · ∇φdx ≤ 0, (2.9)



which implies that 1
2 |uh

n|2 is a subsolution of the difference differential equations of Rothe type.
In fact, we can derive the L∞−estimation from (2.9). Let k = supΩ |u0|. By substitution of a

test function φ =
(
|uh

n|2 − k2
)+

= max{|uh
n|2 − k2, 0}, which is shown to be admissible by the

membership of uh
n in χ, into (2.9), we have, after usual calculations,

0 ≥ 1
h

∫
Ω∩{|uh

n|2≥k2}

((
|uh

n|2 − k2
)+
)2

dx

−
∫
Ω∩{|uh

n|2≥k2}∩{|uh
n−1|2≥k2}

(
|uh

n|2 − k2
)+ (|uh

n−1|2 − k2
)+
dx

+ 1
h

∫
Ω∩{|uh

n|2≥k2}∩{|uh
n−1|2<k2}

(
−|uh

n−1|2 + k2
)+ (|uh

n|2 − k2
)+
dx

+
∫
Ω
|∇uh

n|m−2|∇
(
|uh

n|2 − k2
)+|2dx

≥ 1
2h

∫
Ω

((
|uh

n|2 − k2
)+
)2

−
((

|uh
n−1|2 − k2

)+
)2

dx, (2.10)

where we use Hölder’s and Cauchy’s inequalities for the second term and note that the third
term are nonnegative. Sum up (2.10) over n from 1 to N to have for any N = 1, 2, . . . ,

∫
Ω

((
|uh

N |2 − k2
)+
)2

dx ≤
∫
Ω

((
|u0|2 − k2

)+
)2

dx = 0, (2.11)

which implies the uniform L∞−estimate for the family {uh
n} of minimizers:

sup
Ω
|uh

n| ≤ k = sup
Ω

|u0|, n = 1, 2, . . . . (2.12)

From the assumption |H | supΩ |u0| < 1, we obtain |H | supΩ|uh
n| < 1 for any n = 1, 2, . . .,

which implies that each uh
n, n = 1, 2, . . ., is a strictly inner minimizer in χ. Thus we can make

calucualtion of the directional derivative of Fh
n at uh

n along any vector φ ∈W 1,m
0 ∩L∞(Ω, Rm+1),

n = 1, 2, . . ., to have the first variation formula: each uh
n satisfies (2.4) in the distribution sense

for any n = 1, 2, . . ..
Now we derive the estimate which plays a fundamental role in the following arguments.

Since uh
n satisfies (2.3), we can compare uh

n with uh
n−1 to have Fn

(
uh

n

)
≤ Fn

(
uh

n−1

)
, which

implies

E
(
uh

n

)
+
∫
Ω

1
2h |uh

n − uh
n−1|2dx ≤ E

(
uh

n−1

)
, n = 1, 2, · · · . (2.13)

Adding up these inequalities (2.13), we obtain

E
(
uh

N

)
+

N∑
n=1

∫
Ω

1
2h |uh

n − uh
n−1|2dx ≤ E (u0) , N = 1, 2, · · · . (2.14)

Let us introduce two maps uh and ūh defined on [0,∞) × Ω with values into Rm+1

ūh(t, x) = uh
n(x), (t, x) ∈ ((n− 1)h, nh] × Ω, n = 1, 2, . . . ,

ūh(0, x) = u0(x), x ∈ Ω ;

uh(t, x) =
t− (n− 1)h

h
uh

n(x) +
nh− t

h
uh

n−1(x),

(t, x) ∈ [(n− 1)h, nh] × Ω, n = 1, 2, . . . . (2.15)



We call uh and ūh approximate solutions of (1.5) and (1.6). In terms of these maps, (2.4) is
written as the form

∂tuh − div
(
|∇ūh|m−2∇ūh

)
= m

m
2 H∇1ūh ∧ · · · ∧ ∇mūh in Ω∞. (2.16)

By (2.14), we also have, for N = 1, 2, · · · ,

E(ūh(Nh)) + 1
2

∫ Nh

0

∫
Ω
|∂tuh|2dz ≤ E(u0) (2.17)

and hence,

E(ūh(T )) + 1
2

∫ T

0

∫
Ω
|∂tuh|2dz ≤ E(u0) for any T > 0. (2.18)

Note by (2.12) that
sup
Ω∞

|ūh| ≤ sup
Ω

|u0| (2.19)

and then, by the assumption that |H | supΩ∞|u0| < 1,

|H | sup
Ω∞

|ūh| < 1. (2.20)

Then, by (2.18), we have, for any T > 0,

1
m+1I(ūh(T )) + 1

2

∫ T

0

∫
Ω
|∂tuh|2dz ≤ E(ūh(T )) + 1

2

∫ T

0

∫
Ω
|∂tuh|2dz

≤ E(u0) ≤ 2m+1
m+1 I(u0). (2.21)

Noting the definition (2.15), we have, by routine estimate,

I(uh(T )) ≤ 2m−1I(ūh) ≤ 2m(2m+ 1)I(u0) for any T > 0. (2.22)

From (2.21) and (2.22), we can choose subsequences {uh} and {ūh} and the limit functions u
and ū such that, as h↘ 0,

uh → u, ūh → ū weakly* in L∞ ((0,∞);W 1,m(M,Rm+1)),

∂tuh → ∂tu weakly in L2 (Ω∞, Rm+1) . (2.23)

Moreover, we find the validity of the following convergence:

Lemma 4 For any q, 1 ≤ q <∞, as h↘ 0,

ūh → u, uh → u strongly in Lq
loc ((0,∞);Lq(Ω, Rm+1)) . (2.24)

Proof. Note (2.21), (2.22) and (2.23) and use the compactness of Sobolev embedding: W 1,2(L2)
∩L2(W 1,2) ↪→ Lq(Lq) for any q, 1 ≤ q < 2(m+1)

(m−1)
, to choose a subsequence {uh} such that

uh → u strongly in Lq
loc ((0,∞);Lq(Ω, Rm+1)) (2.25)

holds for any q, 1 ≤ q < 2(m+1)
m−1

. By the definition (2.15) of uh and ūh, we have |uh−ūh| ≤ h|∂tuh|
and then, the Hölder inequality and (2.21) give that∫

ΩT

|uh − ūh|qdz ≤ (T |Ω|)1−
q
2 hq I(u0)

q
2 (2.26)



holds for any T > 0 and any q, 1 ≤ q < 2(m+1)
m−1

. By combination (2.25) with (2.26), we find that

ūh → u strongly in Lq
loc ((0,∞);Lq(Ω, Rm+1)) (2.27)

holds for any q, 1 ≤ q < 2(m+1)
m−1

and then, we obtain from (2.23) that

u = ū almost everywhere in Ω∞. (2.28)

By (2.19), we can also use Lebesgue’s convergence theorem to have the assertion.

To pass to the limit in the m−Laplace term in (2.16), we need some more compactness for
{uh} and {ūh} .
Lemma 5 The family {ūh} is precompact in Lq

loc ((0,∞);W 1,q(Ω, Rn)) for any q, 1 ≤ q < m.

Proof. We can argue as in [5, Lemma 2] (also see [1, pp.31-33, Theorem 2.1]) to have the
assertion, since m ≥ 2 and, by (2.21), for any T > 0, we can estimate the lower-order term by∫

ΩT

∣∣∣mm
2 H∇1ūh ∧ · · · ∧ ∇mūh

∣∣∣ dz ≤ |H |
∫
ΩT

|∇ūh|mdz ≤ |H | T (2m+ 1)I(u0) (2.29)

and thus, the lower-order term is uniformly bounded in L1(ΩT ) for any positive T > 0.

From Lemma 5, we conclude

Lemma 6 There exists a subsequence {ūh} such that, as h↘ 0,

|∇ūh|m−2∇ūh −→ |∇u|m−2∇u weakly in L
m

m−1

loc

(
0,∞;L

m
m−1 (Ω, Rm+1)

)
. (2.30)

Proof. By Lemma 5, we take a subsequence {ūh} such that, for any q, 1 ≤ q < m, as h↘ 0,

∇ūh → ∇u strongly in Lq
loc ((0,∞);Lq(Ω, Rm+1)). (2.31)

Using Hölder’s inequlaity, (2.31) and the algebraic inequality∣∣∣|P |m−2 P − |Q|m−2Q
∣∣∣ ≤ C(m) (|P | + |Q|)m−2 |P −Q| (2.32)

available for all vectors P = (P i
α) , Q = (Qi

α) ∈ Rm(m+1), we find that as h↘ 0,∫
ΩT

φ ·
(
|∇ūh|m−2∇ūh − |∇u|m−2∇u

)
dz (2.33)

≤ C sup
ΩT

|φ|
(∫

ΩT

|∇ūh −∇u|m
2 dz

) 2
m
(∫

ΩT

(|∇ūh| + |∇u|)m dz
)1 − 2

m −→ 0

holds for all T > 0 and any smooth function φ of values in Rmn with compact support in ΩT .
For φ ∈ Lm(Q,Rm(m+1)), we make approximation of φ by the family of smooth functions {φk}
of compact support in ΩT such that φk converges to φ strongly in Lm

(
ΩT , R

m(m+1)
)
. Again

use (2.32) to have,∫
ΩT

φ ·
(
|∇ūh|m−2∇ūh − |∇u|m−2∇u

)
dz

≤ C
∫

Q

{
|φ− φk||∇ūh −∇u|m−1 + φk ·

(
|∇ūh|m−2∇ūh − |∇u|m−2∇u

)}
dz.

We apply (2.33) for the second term and, Hölder’s inequality, (2.21) and the convergence of
{φk} to φ for the first term, respectively, to obtain the assertion.

Finally, we need the fundamental convergence result due to Reshetnyak (see [4, Theorem 3,
p.282]) to take the limit in the lower-order term.



Lemma 7 Let {vh} be a sequence in W 1,m(Ω, Rm) such that, as h↘ 0,

vh −→ v weakly in W 1,m(Ω, Rm). (2.34)

Then it holds that

det (∇uh) −→ det (∇u) in the sense of Radon measure. (2.35)

First, we can use (2.18), Lemma 4 and the compactness of the Sobolev embedding: W 1,m(Ω,
Rm) ↪→ Lq(Ω, Rm) for any q ≥ 1 to see that

ūh(t) −→ u(t) weakly in W 1,m(Ω, Rm+1), almost everywhere t ∈ (0, T ). (2.36)

Denote the m×m−matrix obtained from removing the i−th column in the m×(m+1)−matrix

(∇ūh) by (∇ūh)
î. Note (2.36) and apply Lemma 7 for vh = (ū1

h, · · · ,
removed︷︸︸︷
ūi

h , · · · , ūm+1
h ), i =

1, . . . , m+ 1, to find that, as h↘ 0,∫
Ω
φ(t) det (∇ūh(t))

î dx −→
∫
Ω
φ(t) det (∇u(t))î dx (2.37)

holds almost everywhere t ∈ (0, T ) and for any smooth function φ defined on ΩT with compact
support in ΩT . Noting the definition of the wedge product, we use (2.21) to see that∣∣∣∣

∫
Ω
φ(t) det (∇ūh(t))

î dx
∣∣∣∣ ≤ sup

ΩT

|φ|
∫
Ω

∣∣∣∣det (∇ūh(t))
î
∣∣∣∣ dx

≤ sup
ΩT

|φ|
∫
Ω
|∇1ūh ∧ · · · ∧ ∇mūh|dx

≤ 1

m
m
2

sup
ΩT

|φ|
∫
Ω
|∇ūh|mdx

≤ m(2m+ 1) sup
ΩT

|φ| I(u0) (2.38)

holds almost everywhere t ∈ (0, T ). From (2.37) and (2.38), we can apply Lebesgue’s conver-
gence theorem to verify that∫

ΩT

φ det (∇ūh)
î dz −→

∫
ΩT

φ det (∇u)î dz (2.39)

for any smooth function φ defined on ΩT with compact support in ΩT . Hence we arrived at the
convergence of the lower-order term: For any smooth maps φ defined on ΩT with values into
Rm+1, with compact support, as h↘ 0

∫
ΩT

φ · ∇1ūh ∧ · · · ∧ ∇mūhdz =
m+1∑
i=1

(−1)i+1
∫
ΩT

φi det (∇ūh)
î dz

−→
m+1∑
i=1

(−1)i+1
∫
ΩT

φi det (∇u)î dz =
∫
ΩT

φ · ∇1u ∧ · · · ∧ ∇mudz. (2.40)

As a result we can use the convergence results (2.23), (2.30) and (2.40) to pass to the limit
as h↘ 0 in the approximating equation (2.16) and see that∫

Ω∞
φ · ∂tu+ |∇u|m−2∇u · ∇φ−m

m
2 H φ · ∇1u ∧ · · · ∧ ∇mudz = 0 (2.41)



holds for any smooth maps φ defined on Ω∞ with values into Rm+1, with compact support.
By the usual approximation similar as Proof of Lemma 6, we also see that (2.41) holds for
any φ ∈ Lm(0, T ;W 1,m

0 (Ω, R)) ∩ L∞(ΩT ). Again, note by the exactly same observation as in
(2.7) that the functional E(v) is weakly lower-semi continuous in W 1,m(Ω, Rm+1). Then we use
(2.23) to find from (2.18) that

E(u0) ≥ lim inf
h↘0

E(ūh(T )) + 1
2 lim inf

h↘0

∫ T

0

∫
Ω
|∂tuh|2dz

≥ E(u(T )) + 1
2

∫ T

0

∫
Ω
|∂tu|2dz

holds for almost every T > 0, from which we have (1.7). The validity of the initial condition
follows from the energy inequality (1.7).
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ある移動境界問題の特異極限を用いた数値解法

村川 秀樹 （九州大学大学院数理学府M2）
中木 達幸 （九州大学大学院数理学研究院）

1. はじめに
本稿では，古典的な１相ステファン問題の解法を提案し，いくつかの数値実験結果を示すのを目的とす

る．この問題は氷が融解する過程を記述し，温度分布 u(x, t) とともに水と氷の間に出現する移動境界 Γ(t)
を捉えるのが目的である．「1相」とは氷の温度は一様にゼロであることを仮定し，水の温度分布だけを考
察するという意味である．「古典的」とは界面の曲率の効果を無視し，物質の状態が，温度が正のときは水，

ゼロのときは氷と仮定するものである．このとき，次が成立することが知られている．


ut = ∆u, x ∈ G(t), 0 < t < T,

u(x, t) = A(x, t), x ∈ ∂Ω, 0 < t < T,

u(x, t) = 0, x ∈ Γ(t), 0 < t < T,

(−∇u,∇Φ) + λΦt = 0, x ∈ Γ(t), 0 < t < T,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G0,

G(0) = G0.

(1)

ここで，Ω は Rd の領域 (d ≥ 1)，G(t) (⊂ Ω) は時刻 t での水の領域，A は熱源の温度（熱源は Ω の境界
∂Ω に配置するものとする），λ は潜熱の大きさを表す正の定数，関数 Φ は Γ(t) = {x ∈ Ω; Φ(x, t) = 0}
を満たすもの，関数 u0 と Ω の領域 G0 は，それぞれ，初期時刻での温度分布と水の領域，T > 0 は定数
である．移動境界 Γ(t) は Γ(t) = ∂G(t) \ ∂Ω で定められることに注意されたい．
この問題に対して，移動境界をも捉える数値解法として，野木の方法 [6]やペナルティー法 [5]などが知
られている．前者は空間１次元に特化した方法で，空間多次元へは適用が困難だと思われる．後者は空間多

次元でも適用できるが，ペナルティー係数と呼ばれる人工的なパラメーターがある．本講演の目的は，人工

的なパラメーターがなく，空間多次元にも適用可能な解法を提案し，その数値実験結果を示すことである．

我々の方法は，計算コスト（計算時間と使用するメモリー）が低いとの特徴もある．

2. 解法とその構成法
我々の解法を述べる．時間を離散化する: 0 = t0 < t1 < · · · < tm < · · · < tN = T . 時刻 t = tm における

温度分布 u(x, tm) の近似 um(x) を，補助関数 vm(x) とともに，

1. u0 = u0, v0 = v0 とおく．ここで，

v0(x) =

{
0, x ∈ G0,

λ, otherwise.
(2)

2. um と vm が与えられたとき，um+1 と vm+1 を{
um+1(x) = (Hm(tm+1)um(x) − vm(x))+

vm+1(x) = (Hm(tm+1)um(x) − vm(x))−
(x ∈ Ω) (3)



で求める (m = 0, 1, . . . , N − 1)．ここで，Hm(t)z は次の拡散方程式のディリクレ問題の解である．


ut = ∆u, x ∈ Ω, tm < t < tm+1,

u(x, t) = A(x, t), x ∈ ∂Ω, tm < t < tm+1,

u(x, tm) = z(x), x ∈ Ω.

(4)

により求める (m = 0, 1, . . . , N)．移動境界の近似は um の台の境界から Ω の境界を除いたものとする．
この方法は，Eymard らによるステファン問題の定式化とそれを近似する反応拡散系を使うことにある．
反応拡散系において，特異極限を使うことがポイントである．具体的に説明する．

未知関数 w に関する方程式系

(SP )




wt = ∆(w+) in QT := Ω × (0, T ),
w+(x, t) = A(x, t) on ∂Ω × (0, T ),
w(x, 0) = w0(x) for x ∈ Ω

を考える．ここで，a± = max{±a, 0} である．この問題の解 w と古典的な 1相ステファン問題の間に次の
関係があることが知られている: 初期関数を

w0(x) =

{
u0(x) if u0(x) > 0
−λ if u0(x) = 0

(5)

とおくと，w+ は水の温度を表し，w− が正の領域は氷の領域と一致する．
問題 (SP ) に対して，次の反応拡散系を考える．

(RD)k




Ut = ∆U − kUV in QT ,

Vt = −kUV in QT ,

U(x, t) = A(x, t) for (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T ],
U(x, 0) = u0(x) := w+

0 (x) for x ∈ Ω,

V (x, 0) = v0(x) := w−
0 (x) for x ∈ Ω,

ここで，k > 0 はパラメーターである．(RD)k と (SP ) の間には次の関係があることが知られている．

定理 (Eymard et al. [1]) 仮定


A ∈ W 2,1
2 (QT ) ∩ C(ΩT ),

u0(x) = A(x, 0) for x ∈ Ω,

0 ≤ A ≤ K1 in QT ,

0 ≤ v0 ≤ K2 in Ω

(6)

の下で（K1, K2 は定数），(RD)k はただ 1つの解 (U (k), V (k)) ∈ W 2,1
2 (QT )×C0,1([0, T ];L∞(Ω)) をもち，

U (k) → w+, V (k) → w− in L2(QR) (as k → ∞) (7)

が成立する．

この定理により，k = ∞ での反応拡散系 (RD)k の解が求まれば，それがステファン問題の解になるこ

とが分かる．k = ∞ での解は，井古田ら [3][4] による特異極限の方法により実現することにする．すなわ



ち，t = tm における (RD)k の近似解 (Um, V m) を，標準的な operator split method（拡散項と反応項を
分離）を使って，次の手順で構成する．

Step 1. 初期条件から U0 と V 0 を定める．

U0 = u0, V 0 = v0. (8)

Step 2. m = 0, 1, 2, . . . としながら次のことを行う．

　 Step 2–1. U(·, tm+1) = HmUm とおく．すなわち，拡散方程式 (4) を解く．
　 Step 2–2. 次の常微分方程式を解く．


Ûm

t = −kÛmV̂ m in Ω × (tm, tm+1],
V̂ m

t = −kÛmV̂ m in Ω × (tm, tm+1],
Ûm(x, tm) = U

m
(x, tm+1) for x ∈ Ω,

V̂ m(x, tm) = V m(x, tm+1) for x ∈ Ω.

(9)

　 Step 2–3. (Um+1, V m+1) を次で定める．{
Um+1 = Ûm(x, tm+1),
V m+1 = V̂ m(x, tm+1).

(10)

ここで，θ = k(t − tm) により，(9) の微分方程式と (10) を書き換えると，{
Ûm

θ = −ÛmV̂ m in Ω × (0, k(tm+1 − tm)],
V̂ m

θ = −ÛmV̂ m in Ω × (0, k(tm+1 − tm)]
(11)

{
Um+1 = Ûm(x, k(tm+1 − tm)),
V m+1 = V̂ m(x, k(tm+1 − tm))

(12)

を得る．この常微分方程式の解の漸近挙動は容易に分かるので（Ûm − V̂ m は θ に関して定数であること

を使う），k → ∞ にすることにより，(3) を得る．

3. 数値計算例
この節では，我々の解法によるいくつかの数値計算例を示す．まず，空間 1次元問題について，解法の収
束性を数値的に調べる．初期時刻 t = 0 において，u0 ≡ 0 であり，境界条件が u(0, t) = c (t > 0) である場
合に特殊解を構成することができる（c > 0 は与えられた定数である）．その特殊解の移動境界と我々の方法
による数値的な移動境界を比較したのが図 1である．図 2はそれを一部を拡大したものである．これらの図
より，我々の解法による解は精度良く移動境界を捉えているのが観測される．なお，これらの図における数

値解は次のようにして求めた．時間を一定間隔 ∆t で離散化する．すなわち，tm = m∆t (m = 0, 1, 2, . . .)
である．また，拡散方程式 (4) を数値的に解くため，空間を一定間隔 ∆x で離散化して，一般的な差分法

を用いた．
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図 1: 特殊解と我々の解法による数値解
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図 2: 図 1の拡大

我々の解法は空間多次元問題にも容易に適用できるという特徴がある．3次元問題の数値解を図 3に示す．
氷の領域を白で示した．氷が徐々に溶け，氷の領域が分離する様子が捉えられている．

図 3: 3次元問題の数値解．左図が初期状態で，時間の経過とともに右図へと変化する．白色の領域が氷を表す．

4. 最後に
古典的な 1相ステファン問題に対して，空間多次元にも適用可能な解法を提案し，数値実験結果を示し
た．我々の方法は単純で，計算コストが少なく，移動境界を捉えることができるという大きな特徴をもつ．

この解法を別の移動境界問題に適用することが今後の課題の 1つである．現在のところ，2相ステファン問
題や多孔質媒体流に適用可能だと思われるが，研究は始まったばかりである．今後の一層の研究が望まれる．

最後に，本講演の機会を得たことに対し，辻川亨氏をはじめとしてオーガナイザーの方々に御礼申し上げ

ます．
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空間非一様な飽和値をもつ退化楕円型方程式の解の形状∗

竹内 慎吾（工学院大学）
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1. 目的

半線形放物型方程式の力学系理論によれば，ある種の反応項をもつ半線形放物型

方程式の大域アトラクターは各定常解の不安定多様体の和集合として表現される．そ

してその各々の定常解の不安定多様体は別の定常解の安定多様体と横断的に交わっ

ており，その結果，前者の定常解の近傍から出発して後者の定常解へ近づいていく

解軌道，いわゆる connecting orbit を実現する．定常解集合は離散的で，大域アト

ラクターを特徴づける “基底”のような役割をしている．

このような，ある種の半線形放物型方程式に見られる大域アトラクターの幾何的

構造は準線形の方程式では発見されておらず，ましてや非線形拡散の方程式ではそ

の大域アトラクターの構造についてほとんど何も知られていない．それどころか非

線形拡散の中でも特に退化拡散（多孔質媒質の方程式の拡散項や p –ラプラス作用

素など）の場合には，実際に定常解集合が連続体となる例が確認されており，これ

は “基底”が連続体濃度あるようなものだから，大域アトラクターが半線形の場合と

は本質的に異なる構造をもつことが予想される．しかし非線形拡散方程式に対して

は線形化解析が確立されていないため，現状では大域アトラクターの内部に入り込

むことが出来ず，したがってその構造が（少なくとも私には）見えていない．

放物型方程式の定常解の性質をよく知ることが大域アトラクターの構造を知る上

で重要であることは，たとえば半線形放物型方程式の零点数非増大原理が connecting

orbit のパターンを選び出すため決定的に用いられることからもうなづけるであろ

う．一方，退化拡散方程式の定常解の性質は半線形のそれほどよく知られていない．

この意味で，退化拡散方程式の定常解，すなわち退化楕円型方程式特有の特徴的な

非線形現象の例を数多く貯蓄しておく必要を感じる．本研究はその一環である．

2. 問題と結果

退化楕円型方程式の境界値問題

(P)





−λ∆pu = up−1(a(x)− u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

u ≥ 0, u 6≡ 0 in Ω

∗本研究は科学研究費補助金の援助を受けている：若手研究 (B)，課題番号 15740110.



の解 uλ の形状について考える．Ω ⊂ RN (N ≥ 1) はなめらかな境界 ∂Ω をもつ有界

集合（C2 であれば十分）とし，λ > 0はパラメータ，∆pu = div(|∇u|p−2∇u)，p > 2

は定数，a(·) ∈ L∞(Ω) は恒等的に 0ではない非負値関数とする．λ が十分小さけれ

ば，(P) は一意解 uλ ∈ W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) をもつ（たとえば文献 [1], [2] を参照）．さ

らに正則性の結果から uλ ∈ C1,α(Ω) とできる．（たとえば文献 [6] を参照）．より正

確には

命題 1. (P) が一意解をもつための a(·) の必要十分条件は

inf
w∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

λ

∫

Ω

|∇w|pdx−
∫

Ω

a(x)|w|pdx
∫

Ω

|w|pdx

< 0.

さて a(x) ≡ 1の場合，解について次のことが知られている：命題 1により (P)は

λ <
1

λp

のとき一意解 uλ をもつ．ここで λp は −∆p のディリクレ境界条件下での第 1固有

値である．λ の減少にともない，uλ は Ω 上で広義一様に 1 に収束する．より詳し

くは，ある λ > 0 を境に集合 {x ∈ Ω | uλ(x) = 1} が空でなく内点を含み，果ては
Ω 全体に広がっていくことが知られている（文献 [3], [4], [5], [7], [9] を参照）．

今回，a(·) が Ω 全体で定数とは限らない場合に次の結果を得たので報告する．

定理 2. Ω0 ⊂ Ω を有限個の領域の和とし，a(·) は Ω0 の各連結成分上で定数である

とする．このときある λ0 > 0 が存在し，λ < λ0 ならば

Oλ = {x ∈ Ω0 | uλ(x) = a(x)}

は内点を含む．さらに十分小さい ε > 0 に対してある λ < λ0 が存在して

{x ∈ Ω0 | dist(x, ∂Ω0) > ε} ⊂ Oλ.

証明は super- & sub-solution method（例えば文献 [2] を参照）による．a(x) ≡ 1

の場合は super solution として自明な uλ ≡ 1 をとればよいのに対して，我々の場

合は非自明なものを構成する必要がある．その際，N = 1 の場合の方程式の相平面

による解析が役に立つ．次章でもう少し詳しく述べる．

注意 1. 定理 2 の逆に関連して「Oλ が内点をもつならば，そのある近傍で a(·) は
定数でなくてはならない」ことが予想される．



3. 定理 2 の証明の要点

Ω0 がそれ自身領域である場合に示す．Ω0 上で a(·) は定数であるからその値を同
じ記号を使って a と書くことにする．Ω0 の任意の点 x0 と，x0 を中心とする半径

R の球BR(x0) ⊂ Ω0 をとる．R の小ささに応じて（x0 にはよらず）λ を十分小さ

くとれば，BR/2(x0) 上で uλ(x) = a であることが示されればよい．

f(u) = up−1(a − u) とおく．まず super solution, sub solution を作るために次を

満たす BR(x0) 上の関数 uλ, uλ を構成する．

(1) Super solution

{
−λ∆puλ ≥ f(uλ) in BR(x0),

uλ = ‖a(·)‖∞ on ∂BR(x0).

(2) Sub solution

{
−λ∆puλ ≤ f(uλ) in BR(x0),

uλ = 0 on ∂BR(x0).

ここで ‖a(·)‖∞ = esssupx∈Ω |a(x)|．特に x0 に関して球対称なものを構成しよう．そ

のためには次を満たす v = v(ρ) を構成して u(x) = v(|x− x0|) とすればよい．

(3)





−λ(ρN−1|vρ|p−2vρ)ρ R ρN−1f(v) in (0, R),

vρ(0) = 0, v(R) =

{
‖a(·)‖∞
0

.

ここで v(R) = ‖a(·)‖∞ を満たす方が super solutionで，v(R) = 0を満たす方が sub

solutionである（以下同様に記述する）．ρN−1|vρ|p−2vρ = |ρθvρ|p−2ρθvρ (θ = N−1
p−1

)に

注意して，wξ = ρθvρ となるように変数変換する：w(ξ) = v(ρ), dρ
dξ

= ρθ，すなわち

ξ = g(ρ) =





R1−θ − ρ1−θ

1− θ
(θ 6= 1),

log
R

ρ
(θ = 1)

と変換すれば，(3) は

(4)





−λ(|wξ|p−2wξ)ξ R g−1(ξ)pθf(w) in (0, T ),

w(0) =

{
‖a(·)‖∞
0

, wξ(T ) = 0.



となる：u(x) = v(|x− x0|) = w(g(|x− x0|))．ここで

T =





R1−θ

1− θ
(θ < 1),

∞ (θ ≥ 1).

(4) を満たすw = wλ, wλ を構成するため，次の補題を準備する．

補題 3. T0 ∈ (0, T ) を固定する．自励系の境界値問題

(5)





−λ(|φξ|p−2φξ)ξ = g−1(T0)
pθf(φ) in (0, T0),

φ(0) =

{
‖a(·)‖∞
0

, φξ(T0) = 0

はそれぞれ，十分小さい λ に対して次のような一意解 φ = φλ, φ
λ
をもつ．

φλ(ξ)





= ‖a(·)‖∞ (ξ = 0),

∈ [a, ‖a(·)‖∞] (0 < ξ < ξλ
1
p ),

= a (ξλ
1
p ≤ ξ ≤ T0),

φ
λ
(ξ)





= 0 (ξ = 0),

∈ [0, a] (0 < ξ < ξλ
1
p ),

= a (ξλ
1
p ≤ ξ ≤ T0),

ここで ξ = ξ(p, a, T0, R, θ), ξ = ξ(p, a, T0, R, θ) はある定数（厳密に求められるがこ

こでは省略する）．

補題 3 の証明は (5) に対して相平面解析を行うことで得られる．詳しくは φλ に

ついては [8, Lemma 2.1] を，φ
λ
については [9, Theorem 3.2] を参照のこと．

φλ, φ
λ
を T0 < ξ ≤ T において a 拡張した関数を

wλ(ξ) =

{
φλ(ξ) (0 ≤ ξ ≤ T0),

a (T0 < ξ ≤ T ),

wλ(ξ) =

{
φ

λ
(ξ) (0 ≤ ξ ≤ T0),

a (T0 < ξ ≤ T )

とすれば， wλ, wλ はそれぞれ (4) を満たす．実際，境界条件は明らか．また区間

[T0, T ) ではともに恒等的に a であるから (4) の不等式の等号を満たす．さらに区間



(0, T0) では g−1 が単調減少であることと φλ ≥ a, φ
λ
≤ a に注意すれば

−λ(|(wλ)ξ|p−2(wλ)ξ)ξ − g−1(ξ)pθf(wλ) = −λ(|(φλ)ξ|p−2(φλ)ξ)ξ − g−1(ξ)pθf(φλ)

= (g−1(T0)
pθ − g−1(ξ)pθ)f(φλ) ≥ 0,

−λ(|(wλ)ξ|p−2(wλ)ξ)ξ − g−1(ξ)pθf(wλ) = −λ(|(φ
λ
)
ξ
|p−2(φ

λ
)
ξ
)ξ − g−1(ξ)pθf(φ

λ
)

= (g−1(T0)
pθ − g−1(ξ)pθ)f(φ

λ
) ≤ 0

となって確かに (4) を満たしている．

ゆえに uλ, uλ を

uλ(x) = wλ(g(|x− x0|)),
uλ(x) = wλ(g(|x− x0|))

と定義すればこれらはそれぞれ (1), (2) を満たす．

さて uλ, uλ をさらにΩ\BR(x0)へ ‖a(·)‖∞, 0拡張した関数をそれぞれ再びuλ, uλ

と書くことにすると，uλ, uλ はそれぞれ Ω 全体で定義された super solution, sub

solution であって uλ(x) ≤ uλ(x) を満たす．よって [2] によれば uλ と uλ の間に (P)

の解が存在する．この解は一意的で uλ のことだから

uλ(x) ≤ uλ(x) ≤ uλ(x) in Ω,

特に

uλ(x) = a in Bmin{g−1(ξλ1/p),g−1(ξλ1/p)}(x0).

g−1 は単調減少であったから λ ↘ 0 のとき g−1(ξλ1/p), g−1(ξλ1/p) ↗ R．したがっ

て，十分小さい λ をとれば

uλ(x) = a in BR/2(x0).

これが示すべきことであった．方程式はΩ0 上で自励系であるから，x0 ∈ Ω0 を任意

の内点として動かせばよい．Ω0 が有限個の領域の場合は，この議論を各連結領域で

行えばよい．

注意 2. (P) の方程式の右辺を uq−1(a(x) − u)r (q ≥ 2, 0 < r < p − 1) としても定

理 2 は成り立つ．ただしこの場合は一般に解の一意性は保証されないので uλ はあ

るひとつの解のこととして解釈する．
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[3] J. Garćıa-Melián and J. Sabina de Lis, Differential Integral Equations 13 (2000),

1201–1232.
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Neumann 条件下における semilinear heat equation の爆発問題
について

　
　 石毛和弘　 (名古屋大学大学院多元数理科学研究科)

1 序

本稿では次のCauchy-Neumann 問題

ut = D∆u + up in Ω × (0, TD),(1.1)

∂u

∂ν
(x, t) = 0 on ∂Ω × (0, TD),(1.2)

u(x, 0) = φ(x) in Ω(1.3)

を扱う. ただし, D > 0, p > 1, TD > 0, Ω は R
N 上の滑らかな境界 ∂Ω を持つ有界

領域, ν は ∂Ω に対する外向き法線ベクトルとする. この半線形熱方程式 (1.1) は固
体燃料の燃焼を記述する偏微分方程式の一つであり ([3] を参照), Fujita [7] の結果
以来, 非常に数多くの研究がなさている. 本稿を通して, 初期値 φ に対して

φ ∈ C(Ω), φ(x) ≥ 0, φ 6≡ 0 in Ω(1.4)

を仮定する. このとき, 少なくとも局所的に (1.1)–(1.3) の (古典)解 u が一意的に存
在し, 以下 TD を解 u の最大存在時間とする. ここで, もし TD < ∞ ならば

lim sup
t↗TD

max
x∈Ω

u(x, t) = ∞

となるため, TD を解 u の爆発時刻という. さらに次の集合

BD(φ) =

{

x ∈ Ω : ∃{Pk} ⊂ Ω × (0, TD) s.t. lim
k→∞

Pk = (x, TD), lim
k→∞

u(Pk) = ∞

}

を定義し, 解 u の爆発集合と呼ぶ. また, 爆発集合の元を爆発点という. 本稿におい
ては, 特に D が十分大きい場合について, 解が何時 (TD の値), どのように, どこで
爆発するのか (BD(φ) の位置) という問いに対して, 論文 [12], N. Mizoguchi との共
同研究である論文 [13], [14], H. Yagisita との共同研究である論文 [15] を元に考察し
ていきたいと思う.



以下, k = 1, 2 . . . に対して, Pk を L2(Ω) から第 k Neumann 固有空間への直交
射影とする. 特に, f ∈ L2(Ω) に対して, P1f は定数関数であり,

P1f =
1

|Ω|

∫

Ω
f(x)dx

となる. ここで, |Ω| は領域 Ω の面積を表すものとする.

2 何時爆発するのか

Ω = R
N の場合やDirichlet 境界値問題の場合, 必ずしも (1.1) の解は有限時間で爆

発するとは限らない ([5], [18] を参照). しかし, 有界領域 Ω における Neumann 境
界値問題の場合は, 初期値 φ が Ω 上恒等的に零でないならば, その解は必ず有限時
間で爆発する. 実際,

U(t) =
1

|Ω|

∫

Ω
u(x, t)dx

とおくと,

U ′(t) =
1

|Ω|

∫

Ω
u(x, t)pdx ≥ U(t)p, t > 0

となるので, TD ≤ T∞ となる. ここで, T∞ は常微分方程式

U ′(t) = U(t)p, U(0) = P1φ =
1

|Ω|

∫

Ω
φ(x)dx > 0,

の解の最大存在時間であり,

T∞ = (p − 1)−1
(

1

P1φ

)p−1

(2.5)

とする. 一般に与えられた初期値 φ に対して TD を求めることは難しいが, D � 1

の場合には次の結果が得られる.

定理 2.1 ([12], [15] を参照.)

(1.4) を仮定し, Cauchy-Neumann 問題 (1.1)–(1.3) を考える. このとき, ある定数
C, D0 が存在し, D ≥ D0 に対して

T∞ − CD−1 ≤ TD ≤ T∞(2.6)

が成立する.

D ↘ 0 の場合の爆発時刻 TD については, 初期値の符号が変化する場合も含めて
Mizoguchi-Yanagida [22], [23] によって研究され, TD は初期値を maxx∈Ω |φ(x)| と
する常微分方程式 U ′ = Up の解の最大存在時間に近づく等がわかる.



3 どのように解は爆発するのか

爆発の早さや爆発点の周りでの挙動については, Friedman-McLeod [8], Giga-Kohn

[9]–[11], Herrero, Velázquez, Merle, Fila-Souplet [6] らによって研究されたが, Neu-

mann 条件の場合についてはあまり知られていなかった. そこで, まず, 爆発の早さ
に関する結果を与えることから始める.

定理 3.1 ([13] を参照.) (1.4) を仮定し, (1.1)–(1.3) の解 u を考える. このとき,

1 < p ≤ 1 +
2

N
又は D � 1(3.7)

ならば, ある定数 C が存在して

u(x, t) ≤ C(TD − t)−1/(p−1), (x, t) ∈ Ω × (0, TD)(3.8)

が成立する.

(3.8) の右辺の発散の早さは, 常微分方程式 U ′ = Up の発散の早さと一致する. ま
た, (3.7) の仮定 1 < p ≤ 1 + 2/N は, 最近, N. Mizoguchi [20] によって, 1 < p <

N(N + 2)/(N − 1)2 まで拡張された. また, 爆発点のまわりの解の挙動として, 次の
結果が成立する.

定理 3.2 ([13] を参照.) (1.4) を仮定し, (3.8) をみたす (1.1)–(1.3) の解 u を考え
る. このとき,

(N − 2)p ≤ N + 2

ならば, a ∈ Ω に対して

lim
t↗TD

(TD − t)1/(p−1)u(a + (TD − t)1/2y, t) =

{

(p − 1)−1/(p−1) (a ∈ BD(φ)),

0 (a 6∈ BD(φ)).

ただし, 上の収束は y について広義一様収束である.

ここで, a ∈ Ω の場合は [9] によって既に証明されていることに注意しておく. 定理
3.1, 3.2 の証明の困難さを説明するために, [9]–[11] に従って次の変数変換を行う：

w(y, s) = (TD − t)1/(p−1)u(x, t), y = (TD − t)−1/2(x − a), s = − log(TD − t).

さらに, 関数 w のエネルギー関数として

E[w](s) =

∫

Ω(s)

{

D

2
|∇w|2 + f(w)

}

ρdy, s ≥ sD ≡ − log TD



を考える. ただし, Ω(s) = es/2(Ω − a), ρ(y) = (4πD)−N/2e−|y|2/4D,

f(r) =
1

2(p − 1)
r2 −

1

p + 1
rp+1, r ≥ 0

とする. このエネルギー関数 E[w](s) は s2 ≥ s1 ≥ sD に対して

E[w](s2) ≤ E[w](s1) +

∫ s2

s1

es/2
∫

∂Ω(s)

{

D

2
|∇w|2 + f(w)

}

ρ
y · ν

|y|
dσ(3.9)

という不等式をみたす. もし E[w](s) が変数 s について単調減少ならば [9]–[11] の
議論が有効に働き, 定理 3.1, 3.2 は問題なく証明できる. しかし, Neumann 条件の
下では, (3.9) の右辺に現れる境界積分の項によって, E[w](s) の単調減少性が不明
になる. 定理 3.1 では, [6] の議論を用いることによって, 定理 3.2 では, (3.8) を仮
定し, 境界積分の項をうまく評価することによって証明を行う.

4 どこで解は爆発するのか

与えられた初期値に対して爆発集合の位置を予測することは一般的に困難な問題で
ある. Dirichlet 条件の場合には, 境界では爆発はしない, というような結果は幾つか
知られているが ([8], [11], [13] 等を参照), Neumann 条件の場合にはこのような結果
は期待できない. (爆発集合の大きさに関しては, Dirichlet 条件や Ω = R

N の場合
ではあるが, [4], [19], [24] 等の研究がある. )

ここでは, D � 1 の場合を考えることによって, 拡散が強く働き, 爆発集合の位
置についての特徴付けが与えられることを示す. まず, 筒状領域の場合についての結
果を与える.

定理 4.1 ([12] を参照.) Ω を筒状領域

Ω = Ω′ × (0, L), L > 0(4.10)

とする. ここで, Ω′ は R
N−1 上の滑らかな境界を持つ有界領域とする. (1.4) を仮

定し, Cauchy-Neumann 問題 (1.1)–(1.3) を考える. このとき,

I(φ) ≡

∫

Ω
φ(x′, xN ) cos

(

π

L
xN

)

dx′dxN > 0(4.11)

ならば, ある定数 D0 が存在し,

BD(φ) ⊂ Ω′ × {0} ⊂ ∂Ω, D ≥ D0

が成立する.



つまり, “ほとんど” の初期値 φ に対して, D が十分大きくとれば, 解は筒状領域 Ω

の端でのみ爆発することがわかる. より一般の領域に対しては次の結果が得られる.

定理 4.2 ([14], [15] を参照.) (1.4) を仮定し, Cauchy-Neumann 問題 (1.1)–(1.3) を
考える. さらに　

P2φ 6≡ 0 in Ω(4.12)

を仮定し, P2φ の最大点の集合

M(φ) = {x ∈ Ω : (P2φ)(x) = max
y∈Ω

(P2φ)(y)}

を定義する. このとき,

lim
D↘0

sup
x∈BD(φ)

inf
y∈M(φ)

|x − y| = 0(4.13)

が成立する.

これより, “ほとんど” の初期値 φ に対して, D を十分大きくとれば, 解は P2φ の最
大点集合M(φ) の近くでのみ爆発することになる.

定理 4.2 より, 爆発集合の位置についての情報を得るには, M(φ) の存在場所は
重要である. 残念ながら, Ω が有界凸集合の場合は M(φ) ⊂ ∂Ω となる予想 (Hot

Spots Conjecture) はあるものの, 固有関数が計算できる場合やN = 2 の幾つかの
特殊な場合について知られるのみである. また, Ω が凸でない場合にはM(φ) ⊂ Ω

となる例が知られている. ([1], [2], [16] を参照.)

また, 筒状領域 (4.10) において, 0 < L � 1 かつ (4.11) の場合, 集合 Ω′×{0} は
集合M(φ) の部分集合にはならない. これは, 0 < L � 1 のとき, 関数 cos(πxN/L)

が第 2 Neumann 固有関数とはならないからである. この考察は, M(φ) が２点以上
点から構成される場合には, 第 2 以降の固有関数の影響が現れることを示唆してい
るが, そのような結果は今のところない.

また, 0 < D � 1 の場合については, Mizoguchi [21], Yagisita [25] の研究によ
り, M(φ) を初期値 φ の最大点の集合 {x ∈ Ω : φ(x) = maxy∈Ω φ(y)} に代えて 定
理 4.2 が成立することが知られている.

5 定理の証明について

(1.1)–(1.3) の解 u は

u(x, t) =

∫

Ω
G(x, y,Dt)φ(y)dy +

∫ t

0

∫

Ω
G(x, y,D(t − s))u(y, s)pdyds

≡ J1(x, t) + J2(x, t)



と書くことができる. ただし, G は Ω 上の Neumann heat kernel とする. ここで,

λ2 を第 2 Neumann 固有値とし, tD = log D/2λ2D とおく. このとき, D → ∞ に対
して,

J1(x, tD) = P1φ + e−λ2DtD(P2φ)(x) + o(e−λ2DtD)

= P1φ + D−1/2(P2φ)(x) + o(D−1/2)

かつ ‖J2(·, tD)‖L∞(Ω) = O (log D/D) となる. つまり, D → ∞ に対して

u(x, tD) = P1φ + D−1/2(P2φ)(x) + o(D−1/2)

となる. 特に,

lim
D→∞

u(x, tD) = P1φ, lim
D→∞

ut(x, tD) = lim
D→∞

u(x, tD)p = (P1φ)p > 0

が成り立つ. これが, 定理 2.1 とD � 1 の場合の 定理 3.1 を与える. さらに, 時刻
t = tD の時の解 u の値はほぼ P1φ であるが, 最大点の位置は P2φ で決定される.

このような関係が爆発時刻の直前まで続き, 爆発時刻の直前においてこの微少の値
の大小が非線形項によって拡大され, 爆発集合の位置が決定される.

6 最後に

最後に, Ω が非有界領域の場合には爆発集合はどこに存在するのか, という問題を考
えてみる. 定理 4.2 は, “ほとんど” の初期値 φ に対してD � 1 の場合の爆発集合
は熱方程式























vt = ∆v in Ω × (0,∞),

∂v

∂ν
(x, t) = 0 on ∂Ω × (0,∞),

v(x, 0) = φ(x) in Ω

の解 v の時刻 t における最大点の集合H(t) = {x ∈ Ω : v(x, t) = maxy∈Ω v(y, t)}

の t → ∞に対する極限集合の近くに存在することを示唆している. よって, Ω = R
N

の場合, D � 1 ならば (特に 1 < p ≤ 1 + 2/N の場合) 爆発集合は初期値の重心
∫

RN

xφ(x)dx

/
∫

RN

φ(x)dx

の近くに存在すると予想されるが, 今のところ不明である. それ以外の非有界領域の
場合には, 例えば {|x| > 1} のような領域でさえ, H(t) の極限集合がどうなるかも
わかっておらず ([17] を参照), 熱方程式を含めた今後の研究の発展が期待されると
ころである.
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Asymptotic behavior of some global

solutions for nonlinear parabolic

problems with critical Sobolev

nonlinearity

石渡 通徳∗ 早稲田大学理工学部

1 Introduction and Main Results

本稿では次の非線型放物型方程式のある種の解の漸近挙動を考察する：

(P)




du/dt = ∆pu+ u|u|q−2 in Ω × (0, Tm),

u = 0 on ∂Ω × [0, Tm),

u ≥ 0 in Ω × [0, Tm),

u(0) = u0 in Ω,

ここで N ≥ 2, p ∈ (1, N), q ∈ (p, p∗]1, Ω ⊂ IRN , ∆pu := div(|∇u|p−2∇u),
u0 ∈ X := D1,p

0 (Ω)2 ∩ L2(Ω) ∩ L∞(Ω) かつ Tm は (P) の強解 (意味については
(1.5), (1.6) を見よ) の最大存在時刻を表すとする. 以下では主に q = p∗ かつ
Ω = IRN の場合を扱う. この場合境界条件は空間無限遠での条件と解釈する.

‖ · ‖r,Ω で Lr(Ω)-norm を表す. 混乱のないときは添え字の Ω を略す.

S(:= infD1,p
0 \{0} ‖∇u‖p

p/‖u‖p
q) を Sobolev embedding D1,p

0 ↪→ Lq の最良定数3と
して以下の諸量を定義する:

J(u) :=
1

p
‖∇u‖p

p −
1

q
‖u‖q

q, (1.1)

I(u) := −‖∇u‖p
p + ‖u‖q

q, (1.2)

∗Department of Mathematical Sciences, Graduate School of Science and Engineering, Waseda
University, 169-8555, 4-1 Okubo 3-chome, Sinjyuku-ku, Tokyo, Japan.

1p∗ := Np/(N − p) は Sobolev embedding D1,p
0 ↪→ Lq の臨界指数を表す.

2D1,p
0 := C∞

0

‖∇·‖p .
3例えば q = p∗ かつ Ω = IRN である場合や q ∈ (p, p∗] かつ Ω が有界領域である場合には S は

well-defined である.
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W :=

{
u ∈ X; J(u) <

(
1

p
− 1

q

)
Sq/(q−p), I(u) < 0

}
, (1.3)

V :=

{
u ∈ X; J(u) <

(
1

p
− 1

q

)
Sq/(q−p), I(u) > 0

}
. (1.4)

任意の T ∈ (0, Tm) について

∆pu, u|u|q−2 ∈ L2(0, T ;L2), (1.5)

u ∈W 1,2(0, T ;L2) ∩ C([0, T ];D1,p
0 ) ∩ L∞(0, T ;L∞) (1.6)

を満たし, かつ L∞ の意味での blow up alternative

Tm <∞ ⇒ lim
t→Tm

‖u(t)‖∞ = ∞ (1.7)

を満たす (P) の強解 u の構成法はいくつか知られている (例えば [1] を見よ). 本
稿ではこのような解のうち, ある時刻に W に入る解の挙動について考察する.

(P) は様々な現象を記述する非線型放物型方程式の 1 つの典型例を与えるため,

解のありえる挙動とその挙動を与えるメカニズムを全て分析しておくことは, 非線
型放物型方程式の解の挙動として観察される典型的な現象にどのようなものがあ
るのかを理解するという観点から重要である. このようなこともあり (主に p = 2

の場合に対する) (P) の解の挙動に関しては現在まで非常に多くの研究がなされて
きた. これらの結果を総合すると, 解の挙動は大きく分けて次の 3 種に分類される
ことがわかってきている4 (既存の結果はほとんどが p = 2 に対するものなのでそ
れに対応する記号を用いる):

1. 初期値 u0 が「小さい」ときは解の挙動は ut = ∆u に「ほぼ」支配される. 特
に解は時間大域的に存在し (i.e., Tm = ∞), 0 に近づく.

2. 初期値 u0 が「大きい」ときは解の挙動は ut = u|u|q−2 に「ほぼ」支配され
る. 特に解は有限時間で爆発する (i.e., Tm <∞).

3. 初期値が 1, 2 の「境界」に位置するときは, 解は borderline behavior を呈す
る. 多くの場合 (例えば p = 2, q ∈ (2, 2∗), Ω が有界領域の場合) 解は時間大
域的に存在し, 適当な時間列にそって定常解に近づく5.

4なお 1-3 の statement に現れる「近づく」,「爆発する」といった言葉は, それが数学的にどの
ような意味なのかを明確にしない限り単に気分を表す語に過ぎない. この意味で (P) に関して明ら
かにすべきことはまず, 解に関する各種の norm がどのような振る舞いを見せるかということであ
る. また, (P) は (有限次元でなく) 無限次元力学系を定義し, 無限次元空間では各種の位相はもは
や同値でないことを考えるなら, できるだけ多くの関数空間の norm についてそれがどのような振
る舞いをするか明らかにし, かつ解の挙動を記述するのに最も特徴的な関数空間は何かを把握する
ことが重要である.

51, 2 の挙動は方程式の右辺の形からある程度予測されることである. 1 は本質的に主要部の線
型構造が系をコントロールする場合, 2 は本質的に系が摂動項に関係する常微分方程式に支配され
る場合であるともいえる. いずれの場合も解の generic な挙動を明らかにするという観点からは重
要であるが, 3 の挙動をする解も (P) のもつ非線型無限次元力学系としての独自性を反映するもの
であるという観点からは重要である. もし 1, 2 以外の解の挙動で, 「定常解に近づく」という有限
次元力学系でも観察される現象以外の挙動があり得るなら, それは真に無限次元的な現象であるわ
けで, 興味深いものといえる.

2



特に初期値が W に入るくらい「小さい」ならば対応する解は 1 の挙動を示し, 初
期値が V に入るくらい「大きい」ならば対応する解は 2 の挙動を示すことが知ら
れている. この観点から, W は stable set, V は unstable set と呼ばれる (この辺
のその他の事項, 研究の歴史については例えば [2] とその参考文献を参照せよ).

本稿ではこのうち 1 の範疇の解の挙動について扱う.

上に述べたことに関連して, semilinear, subcritical case に関する以下の事実は
よく知られている (例えば [2] とその参考文献を見よ)：

Proposition 1.1 p = 2, q ∈ (2, 2∗) かつ Ω を有界領域とする. このとき

(∗) ∃t s.t. u(t) ∈W ⇒ Tm = ∞, u(t) → 0 in H1
0 as t→ ∞

が成立する.

一方 semilinear, critical case については以下が知られている [3]：

Proposition 1.2 p = 2, q = 2∗ かつ Ω を有界領域とする. このとき

(∗∗) ∃t s.t. u(t) ∈W, Tm = ∞ ⇒ u(t) → 0 in H1
0 as t→ ∞

が成立する.

ここで一見テクニカルな問題として, (∗), (∗∗) の間には主張 “Tm = ∞”の扱い
について差異があることに気づく6. すなわち (∗) では “Tm = ∞”は結論にあるが,

(∗∗) では仮定にある. 本稿の主結果は, この差異に関するものであるともいえる.

以下の結果を得た.

Theorem 1.1 p ∈ (1, N), q = p∗ かつ Ω = IRN とする. このとき

∃t s.t. u(t) ∈W ⇒ Tm = ∞, (1.8)

u(t) ∈W ∪ {0}, ∀t ∈ [t,∞), (1.9)

u(t) → 0 in Lr, ∀r ∈ (2,∞], (1.10)

u(t) → 0 in D1,p
0 , (1.11)

J(u(t)) → 0 as t→ ∞ (1.12)

が成立する.

Remark 1.1 領域を IRN に限ったのは議論を簡単にするためであり, 一般の領域
Ω 上でも ∂Ω に関するしかるべき仮定の元で Theorem 1.1 の結論は成り立つ. 特
に p = 2 かつ Ω が滑らかな有界領域である場合には, Theorem 1.1 の結論は成立
する. この場合は本稿の議論に加え, 領域の境界に関わる議論 (例えば [4] を見よ)

を行う必要がある.
6Theorem 1.1 の証明および Proposition 1.1, Proposition 1.2 の証明を比べれば, この差異は決

してテクニカルなものでなく critical case と subcritical case における (P) のもつ scale 変換の元
での不変性に関する構造が本質的に違うことに起因することがわかるであろう.
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Remark 1.2 Theorem 1.1 の成立をいうには, ある時刻に stable set に入る解に
関する L∞-有界性を得ることが重要であるが, subcritical caseについて有効であっ
た Giga [4] による blow up argumentは critical case に対しては直接は有効ではな
い. 本稿では [4] による blow up argument と energy argument を併用して L∞-有
界性を得る. 特に scaling 後の極限関数の特徴づけを得るためには concentration-

compactness type argument を用いる (Proposition 2.5). また漸近挙動を解析する
際,領域の非有界性から生じる困難を克服するために L2-normを正規化する scaling

argument が必要になる (Proposition 2.6).

2 Preliminaries

本節では Theorem 1.1 の証明に必要となる tools を準備する. 本節では断ら
ない限り Ω = IRN かつ q = p∗ とする. また「(P) の (強) 解」というときには
(1.5)-(1.6) を満たす (P) の解を表すとする.

Basic properties of solutions of (P) (P) の解について成立する基本事項か
ら始める.

Proposition 2.1

u を (P) の解とする. このとき J(u(t)) は t に関して非増加かつ, 任意の 0 <

a < b < Tm について∥∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥∥
2

L2(a,b;L2)

= −J(u(b)) + J(u(a)) (2.1)

が成立する.

Proof of Proposition 2.1.

(P) の両辺に du(t)/dt をかけ, 領域上で積分して∥∥∥∥∥du(t)dt

∥∥∥∥∥
2

2

= − d

dt
J(u(t)) (2.2)

を得る. これより J(u(t)) は t に関して非増加である. また (2.2) を t に関して
(a, b) 上で積分して (2.1) を得る. 以上の議論は形式的なものであるが, (1.5)-(1.6)

を満たす (P) の解については正当化できる7.
7本稿の議論は全て Proposition 2.1 の成立が前提である. 従って本稿の内容の成立には, Propo-

sition 2.1 の証明が正当であること, 特に「方程式に du/dt をかけることが出来ること」が必要で
ある. しかし方程式の右辺はともかく, 左辺に現れる du/dt 同志の積には du/dt の属する空間が
Hilbert 空間 (つまり内積構造がある空間) でない限り数学的意味がつかない. 従って, 本稿の議論
を行うためには (P) の解は (Banach 空間上の弱解ではなく) Hilbert 空間上の強解の意味で構成
されている必要がある. このように一見「数学的」に見える「どの空間で解を構成すべきか」とい
う問題は, 「どのような操作が解に対して許されるか」に直結しており, 「解はあるんだから意味
はどうでもよい」というわけには行かないのである. なおこの点に関しては早稲田大学の赤木剛朗
氏との議論から多くの教示を得た.
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Scaling property [4] の blow up argument を用いる際には, 解に関する各種
norm が時刻, 空間変数に関する scaling に関してどのような不変性を持つかが重
要になる. ここではこのことについて纏める. いずれも直接計算で示せるので証明
は省略する.

u を (P) の解, λ > 0,

α :=
p(q − 2)

q − p
, (2.3)

β :=
p

q − p
(2.4)

とする. 特に q = p∗ の場合には α = [p(N + 2) − 2N ]/p, β = (N − p)/p であるこ
とに注意する. x0 ∈ IRN , t0 ∈ IR+ に対し v, y, s を

y := λ(x− x0), (2.5)

s := λα(t− t0), (2.6)

λβv(y, s) := u(x, t) (2.7)

とする.

Proposition 2.2

任意の δ > 0 について

dv

ds
= ∆pv + v|v|q−2 in (y, s) ∈ IRN × [0, δ] (2.8)

⇐⇒ du

dt
= ∆pu+ u|u|q−2 in (x, t) ∈ IRN × [t0, t0 + δ/λα] (2.9)

が成立する.

Proposition 2.3

q = p∗ ならば ∥∥∥∥∥dvds
∥∥∥∥∥

L2(0,δ;L2(IRN ))

=

∥∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥∥

L2(t0,t0+δ/λα ;L2(IRN ))

, (2.10)

‖∇v‖p = ‖∇u‖p, (2.11)

‖v‖q = ‖u‖q (2.12)

が成立する. 特に

J(v(s)) = J
(
u(t0 +

s

λα
)
)

(2.13)

が成立する8.

8(P)の scaling (2.5)-(2.7) のもとでの不変性は q = p∗ でなくても常に成立する (そのように α,
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Compactness devices [4] にある, scaling (2.5)-(2.7) を用いた blow up argu-

ment を行う際には, scaling 後の関数列の収束先の特徴づけが必要になる. [4] にあ
るように, p = 2 の場合にはこれは Schauder type estimate を用いてなされるが,

一般の p に対しては Schauder type estimate がどの程度成立するか必ずしも明ら
かではない. 本稿ではその代わりに以下の 2 つの compactness device を用いるこ
とにする.

Proposition 2.4

(un) を time interval [0, δ] 上で定義された (P) の解の族で, ある 0 < c < c に
ついて

‖un‖L∞(0,δ;L∞) ∈ [c, c] (2.14)

を満たすものとする. このときある u ∈ C((0, δ) × Ω) が存在して,

un → u locally uniformly in Ω × (0, δ] (2.15)

が成立する.

Proposition 2.4は (2.14)と, p-Laplacianを主要項に持つ inhomogeneous parabolic

equation の解に関する Hölder 評価 [5, pp.41,Theorem 1.1, pp.77, Theorem 1.1]

を用いて [4] に類似した議論を行うことにより得られる. 詳細は省略する.

Lemma 2.1

Proposition 2.4 の仮定に加えて∥∥∥∥∥dun

dt

∥∥∥∥∥
L2(0,δ;L2)

→ 0 as n→ ∞ (2.16)

であるとする. このとき Proposition 2.4 の結論にある u は t-independent である.

Proof of Lemma 2.1.

任意の t, s ∈ (0, δ] と R > 0 をとる (t < s とする). このとき

‖u(t) − u(s)‖2,BR
≤ ‖u(t) − un(t)‖2,BR

+

∥∥∥∥∥
∫ t

s
dσ
dun

dσ

∥∥∥∥∥
2,BR

+‖u(s) − un(s)‖2,BR

≤ 2 max
[t,δ]×BR

|un − u||BR|1/2 +
√
|t− s|

∥∥∥∥∥dun

dσ

∥∥∥∥∥
L2(0,δ:L2)

=: (A) + (B) (2.17)

β を決めたといってもよい). しかし D1,p
0 及び Lq-norm の不変性 (従って特に energy functional

J の scale 変換不変性) は q = p∗ の場合に限ってのみ成立する. すなわち, critical, subcritical case
を問わず (P) は scaling (2.5)-(2.7) の元で不変であるが, critical case の場合に限りさらに (P) に
付随する “energy structure”も不変になる. この scale不変性 (により保障される critical caseでの
み許される定常解の存在) により, subcritical case でうまくいった [4] の議論は critical case では
うまくいかない. 本稿では stable set に入る解に関しては critical case 独自の事情すなわち energy
structure の scale 変換不変性を用いることで解の L∞-有界性が得られることを報告する.
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である9. ここで (2.15), (2.16) より

(A) → 0, (B) → 0 (2.18)

as n→ ∞ である. よって (2.17) より

u(t) = u(s) =: u in L2(BR), ∀R > 0, ∀t, s ∈ (0, δ] (2.19)

が従う.

Lemma 2.2

η ∈ C∞
0 (IR+; IR+) が 0 ≤ η ≤ 1 かつ

η(t) =

{
0 if t ≥ 2,

1 if t ≤ 1

を満たすとする. a ∈ IR+ に対して ϕa ∈ C∞
0 (IRN) を

ϕa(x) := η

( |x|
a

)
(2.20)

で定義する. このとき

‖∇ϕa‖N ≤ C‖η′‖∞ (2.21)

が成立する. ただし C は a によらない定数である.

一般に ‖∇ϕa‖r は a に依存するが, r = N の時に限り a に依存しないという主
張である. 証明は容易なので略す.

Proposition 2.5

(un) ⊂ D1,p
0 は

(un) : bounded in L∞ and D1,p
0 , (2.22)

∆pun + un|un|q−2 → 0 in L2 (2.23)

を満たすとする. このときある u ∈ D1,p
0 があって

un ⇀ u weakly in D1,p
0 , (2.24)

un → u strongly in Lq
loc (2.25)

が成立する. 特に

un → u a.e. (2.26)

である. また

u = 0 or ‖u‖q
q ≥ ‖∇u‖p

p ≥ Sq/(q−p) (2.27)

が成立する.
9BR は半径 R の開球を表す.
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Proof of Proposition 2.5.

(un) を仮定を満たす列とする. このときある C1, C2 > 0 があって

‖∇un‖p < C1, (2.28)

‖un‖∞ < C2, (2.29)

fn := ∆pun + un|un|q−2 → 0 in L2 (2.30)

である. ϕε を Lemma 2.2 にある関数とし, ϕε,xj
(·) := ϕε(· − xj) とする.

(2.28) と second concentration-compactness lemma ([6], [7], [8, pp.44] を見よ.

また [9]も参照されたい)より,ある高々可算集合 S ⊂ IRN , (νxj
, µxj

)xj∈S ⊂ (IR≥0)
2,

u ∈ D1,p
0 , ν, µ ∈ M(IRN) 10 があって (un) の部分列 (同じ記号で書く) に対して

un ⇀ u weakly in D1,p
0 , Lq (2.31)

|∇un|p ⇀ µ ≥ |∇u|p +
∑

xj∈S
µxj

δxj
weakly in M(IRN) (2.32)

|un|q ⇀ ν = |u|q +
∑

xj∈S
νxj
δxj

weakly in M(IRN ) (2.33)

µxj
= lim

ε→0
lim

n→∞

∫
|∇un|pϕε,xj

, (2.34)

νxj
= lim

ε→0
lim

n→∞

∫
|un|qϕε,xj

(2.35)

が成立する. また (2.31) と Rellich の定理より

un → u strongly in Lp
loc (2.36)

が成立する.

ここで (2.29), (2.35) より

νxj
= lim

ε→0
lim

n→∞

∫
|un|qϕε,xj

≤ lim
ε→0

lim
n→∞C

q
2 |B(xj ; 2ε)| = 0 (2.37)

が成立する11. 従って (2.31), (2.33) より

un → u strongly in Lq
loc (2.38)

が成立する.

任意の R > 0 に対し, ϕR を Lemma 2.2 にある関数とする.
∫

(2.30) × unϕR を
計算する： ∫

fnunϕR =
∫

∆pun(unϕR) +
∫
un|un|q−2unϕR (2.39)

10M(IRN ) は IRN 上の Radon measure 全体からなる集合を表す.
11B(xj ; 2ε) は中心が xj , 半径が 2ε の開球を表す.
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より ∫
|∇un|pϕR =

∫
|un|qϕR −

∫
|∇un|p−2∇un∇ϕRun

−
∫
fnunϕR (2.40)

が成立する.

ここで q = p∗ であることに注意すると (p− 1)/p+ 1/q + 1/N = 1 であるので,

Hölder の不等式を Lp/(p−1)-Lq-LN に対して用いると

|RHS 2nd of (2.40)| ≤
∫

|∇un|p−1|un||∇ϕR|
≤ ‖∇un‖p−1

p ‖un‖q,AR
‖∇ϕR‖N (2.41)

が成立する12. (2.28) と Lemma 2.2 より R によらないある C > 0 が存在して

(2.41) ≤ C‖un‖q,AR
(2.42)

が成立する. (2.42), (2.38) より

|RHS 2nd of (2.40)| ≤ C‖un‖q,AR

→ C‖u‖q,AR
as n→ ∞

→ 0 as R → ∞ (2.43)

が成立する13.

また (2.29), (2.30) より

|RHS 3rd of (2.40)| ≤ ‖fn‖2‖ϕR‖2‖un‖∞
→ 0 as n→ ∞
≡ 0 as R → ∞ (2.44)

が成立する.

(2.40), (2.43), (2.44) より

lim
R→∞

lim
n→∞

∫
|∇un|pϕR = lim

R→∞
lim

n→∞

∫
|un|qϕR (2.45)

を得る. 一方 (2.32), (2.33), (2.37) より∫
|∇un|pϕR → µ(ϕR) as n→ ∞

12AR = {x; R < |x| < 2R} とおいた.
13Lemma 2.2 によれば ‖∇ϕR‖r が R によらないのは r = N のときに限り, また q = p∗ の場
合に限り (2.43) の評価で ϕR の項が LN -norm で現れ全てがうまくいく (subcritical case ではこ
のようなことは起こらない).
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≥
∫
|∇u|pϕR +

∑
xj∈S

µxj
ϕ(xj) ≥

∫
|∇u|pϕR

→ ‖∇u‖p
p as R→ ∞, (2.46)∫

|un|qϕR → ν(ϕR) as n→ ∞

=
∫
|u|qϕR +

∑
xj∈S

0 × ϕ(xj)

→ ‖u‖q
q as R → ∞ (2.47)

が従う. (2.46), (2.45), (2.47) より

‖∇u‖p
p ≤ lim

R→∞
lim

n→∞

∫
|∇un|pϕR = lim

R→∞
lim

n→∞

∫
|un|qϕR = ‖u‖q

q (2.48)

を得る. これと Sobolev の不等式より S‖u‖p
q ≤ ‖u‖q

q である. これより u �= 0 なら
ば ‖u‖q

q ≥ Sq/(q−p) を得, 再び Sobolev の不等式より ‖∇u‖p
p ≥ Sq/(q−p) を得る.

Some properties of global solutions p = 2, q ∈ (2, 2∗) かつ Ω が有界領域の
場合, (P) の時間大域解について Lq-有界性から H1

0 -有界性を得る典型的な議論は
次のようなものである (例えば [10] を見よ). まず Ω は有界領域なので

Lq(Ω) ↪→ L2(Ω) continuously (2.49)

であるから解の Lq-有界性から L2-有界性が得られる. また q ∈ (2, 2∗) であること
から若干の議論ののちに ‖du(t)/dt‖2 → 0 もいえる. 従って (P) の両辺に u(t) を
かけ空間領域上で積分して得られる式を用いて∣∣∣−‖∇u(t)‖2

2 + ‖u(t)‖q
q

∣∣∣ ≤ ‖du(t)/dt‖2‖u(t)‖2 → 0 (2.50)

と評価することにより, 解の Lq-有界性から H1
0 -有界性が得られる. 非有界領域に

ついては (2.49) が正しくないので, このような議論は成立しない. しかし critical

case については, norm の scale 不変性を用いることにより, 適当な時間列をとれ
ば (L2-有界性は不明であるものの) (2.50) に相当する事実を以下のように示せる.

Proposition 2.6

Tm = ∞, lim
t→∞ J(u(t)) > −∞ (2.51)

とする. このときある tn → ∞ が存在して

‖∇u(tn)‖p
p = ‖u(tn)‖q

q + o(1) (2.52)

が成立する. 特にある C があって

‖∇u(tn)‖p, ‖u(tn)‖q < C (2.53)
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かつ

J(u(tn)) =

(
1

p
− 1

q

)
‖∇u(tn)‖p

p + o(1) (2.54)

=

(
1

p
− 1

q

)
‖u(tn)‖q

q + o(1) (2.55)

≥ 0 (2.56)

が成立する.

Proof of Proposition 2.6.

任意の tn → ∞ をとる.

(2.3), (2.4) を満たす α, β と

λα
n =

1

‖u(tn)‖2
2

(2.57)

を満たす λn に対して,

y := λnx, s := λα
n(t− tn), λβ

nun(y, s) := u(x, t) (2.58)

とする. このとき (2.57) より

‖un(0)‖2
2 = λα

n‖u(tn)‖2
2 = 1 (2.59)

であることに注意する.

Proposition 2.1, Proposition 2.3 と (2.51) より∥∥∥∥∥dun

dσ

∥∥∥∥∥
L2(0,δ;L2)

= −J(un(δ)) + J(un(0)))

= −J(u(tn + δ/λα
n)) + J(u(tn))

→ 0 (2.60)

に注意する.

(2.60) より任意の δ > 0 と s ∈ [0, δ] について

‖un(s) − un(0)‖2 ≤
∫ s

0

∥∥∥∥∥dun

dσ

∥∥∥∥∥
2

≤
√
δ

∥∥∥∥∥dun

dσ

∥∥∥∥∥
L2(0,δ;L2)

→ 0 (2.61)

を得る. 従って (2.59) とあわせて, ある δ > 0 があって十分大きい n について

‖un(s)‖2
2 ≤ 2‖un(0)‖2

2 = 2, ∀s ∈ [0, δ] (2.62)

が成立する.
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また (2.60) よりある η ∈ [0, δ] があって∥∥∥∥∥dun(η)

dσ

∥∥∥∥∥
2

→ 0 (2.63)

が成立する. (2.62), (2.63) より

| − ‖∇un(η)‖p
p + ‖un(η)‖q

q| ≤ ‖un(η)‖2

∥∥∥∥∥dun(η)

dσ

∥∥∥∥∥
2

→ 0 (2.64)

である. よって

t′n := tn +
η

λα
n

(2.65)

に対して Proposition 2.3 と (2.64) より

‖∇u(t′n)‖p
p = ‖∇un(η)‖p

p = ‖un(η)‖q
q + o(1)

= ‖u(t′n)‖q
q + o(1) (2.66)

を得, (2.52) が従う. これと Proposition 2.1 より

∞ > J(u0) ≥ J(u(t′n)) =

(
1

p
− 1

q

)
‖∇u(t′n)‖p

p + o(1)

=

(
1

p
− 1

q

)
‖u(t′n)‖q

q + o(1) (2.67)

であるので, (2.53)-(2.56) が従う.

Properties of the orbit which enters the stable set ある時刻に stable set

に入る解に対して成立する基本事項をまとめる. まず次の事実は semilinear case

ではよく知られた事実である.

Proposition 2.7

ある t があって u(t) ∈ W ならば, 任意の t ∈ [t, Tm) について u(t) ∈ W ∪ {0}
が成立する.

証明は semilinear case とほとんど同じなので略す (例えば [10], [11] を見よ).

Proposition 2.8

ある t ∈ (0, Tm) があって任意の t ∈ [t, Tm) について u(t) ∈ W ∪ {0} とする.

このとき以下が成立する.
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(a) ある c ≥ 0 があって

J(u(t)) ↓ c as t→ Tm (2.68)

が成立する.

(b) 任意の t ∈ [t, Tm) について

‖∇u(t)‖p
p, ‖u(t)‖q

q < Sq/(q−p) (2.69)

が成立する.

Proof of Proposition 2.8.

(a) 任意の t ∈ [t, Tm) について u(t) ∈ W とする. このとき W の定義より
I(u(t)) = −‖∇u(t)‖p

p + ‖u(t)‖q
q < 0 なので

(
1

p
− 1

q

)
Sq/(q−p) > J(u(t)) =

1

p
‖∇u(t)‖p

p −
1

q
‖u(t)‖q

q

>

(
1

p
− 1

q

)
‖u(t)‖q

q ≥ 0 (2.70)

が成立する. また J(u(·)) は非増加ゆえ, 結論が従う.

ある t̂ ∈ [t, Tm) について u(t̂) = 0 とする. このとき W ∩ V = ∅ であること,

J(u) < 0 ならば u ∈ V であること及び J(u(·)) の非増加性から

J(u(t)) = 0, ∀t ∈ [t̂, Tm) (2.71)

が従う. (2.71) の両辺を t で微分し (P) を用いると du(t)/dt = 0 in L2 を得るので

u(t) = 0, ∀t ∈ [t̂, Tm) (2.72)

が成立する. これより結論が従う.

(b)任意の t ∈ [t, Tm)について u(t) ∈W とすると (2.70)より ‖u(t)‖q
q < Sq/(q−p)

であるので, これより

‖∇u(t)‖p
p = pJ(u(t)) +

p

q
‖u(t)‖q

q

< p

(
1

p
− 1

q

)
Sq/(q−p) +

p

q
Sq/(q−p)

= Sq/(q−p) (2.73)

を得る. またある t̂ ∈ [t, Tm) について u(t̂) = 0 とすると (2.71) より結論は自明.
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3 Proof of Main Theorem

Theorem 1.1の証明を与える. Proposition 3.1で (1.8), (1.9)と (1.10)の r = ∞
の場合を示し, Proposition 3.2 で残りの statement を示す.

Proposition 3.1

ある t があって u(t) ∈W ならば

lim
t→Tm

‖u(t)‖∞ = 0 (3.1)

が成立する. 特に

Tm = ∞, (3.2)

u(t) ∈ W ∪ {0}, ∀t ∈ [t,∞) (3.3)

である.

Proof of Proposition 3.1.

Proposition 2.7 より仮定の元で

u(t) ∈W ∪ {0}, ∀t ∈ [t, Tm) (3.4)

が成立する.

ある t̂ ∈ [t, Tm)について u(t̂) = 0ならば (2.72)より (3.1)を得る. これと (1.7),

(3.4) より (3.2), (3.3) が従う.

以下任意の t ∈ [t, Tm) について u(t) ∈ W とする. (3.1) が成立しない, すなわ
ちある η ∈ (0,∞] があって

lim sup
t→Tm

‖u(t)‖∞ = η (3.5)

が成立するとして矛盾を導く.

Step 1. Construction of a suitable sequence.

Case 1. η = ∞ の場合

lim
τ→Tm

sup
t≥τ

‖u(t)‖∞ = ∞ (3.6)

とする.

任意の n ∈ IN について u ∈ L∞(0, Tm − 1/n;L∞) より

‖u(tn)‖∞ ≥ 1

2
sup

t∈[0,Tm−1/n]
‖u(t)‖∞ (3.7)

14



を満たす (tn) ⊂ [0, Tm − 1/n] が存在する. このとき以下が成立する. 直観的には
明らかなので証明は省く.

Claim 1.

tn → Tm, (3.8)

‖u(tn)‖∞ → ∞, (3.9)

‖u(tn)‖∞ ≥ 1

2
sup

t∈[0,tn]
‖u(t)‖∞ (3.10)

が成立する.

Case 2. η <∞ の場合

lim sup
t→Tm

‖u(t)‖∞ = η <∞ (3.11)

とする. このときある τ > 0 があって

sup
[τ,Tm)

‖u(·)‖∞ < 2η, sup
[0,τ ]

‖u(·)‖∞ < ‖u‖L∞(0,τ ;L∞) <∞ (3.12)

であるから (1.7) より Tm = ∞ が従う.

(3.11) よりある τn があって,

τn → Tm = ∞, (3.13)

sup
[τn,∞)

‖u(·)‖∞ ∈ (η − 1/(2n), η + 1/(2n)) (3.14)

である. よってある tn ∈ [τn,∞) があって

‖u(tn)‖∞ → η (3.15)

が成立する. (3.13) より

tn → ∞ (3.16)

としてよい. このとき明らかに以下が成立する.

Claim 2.

ある C > 0 があって,

‖u(tn + s)‖∞
‖u(tn)‖∞ < C, ∀s ∈ [−1, 0], ∀n (3.17)

が成立する.
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Step 2. Conclusion. Case 1, case 2 それぞれにおいて, (xn) を

1

2
‖u(tn)‖∞ ≤ |u(xn, tn)| (3.18)

を満たす列とする. (2.3), (2.4) にある α, β に対して, (λn) を

‖u(tn)‖∞ = λβ
n (3.19)

を満たすように定義し, また

y = λn(x− xn), s = λα
n(t− tn), λβ

nun(y, s) = u(x, t) (3.20)

を満たすように y, s, (un) を定義する. このとき (3.19) より

‖un(0)‖∞ =
‖u(tn)‖∞

λβ
n

= 1 (3.21)

である.

以下が成立する：

Claim 3.

ある δ > 0 が存在して任意の n について∥∥∥∥∥dun

ds

∥∥∥∥∥
L2(−1,δ;L2)

→ 0, (3.22)

‖un‖L∞(0,δ;L∞) ∈ [1,M ] for some M > 0, (3.23)

|un(0, 0)| ≥ 1

2
, (3.24)

‖∇un(s)‖p
p < Sq/(q−p), ∀s ∈ [−1, δ] (3.25)

が成立する.

Proof of Claim 3.

任意に d > 0 を取り, s ∈ [0, d) とする. un は Proposition 2.2 より (P) を満た
すことに注意する. (P) の両辺に un(s)|un(s)|r−2 をかけ空間領域上で積分すると

d

ds

1

r
‖un(s)‖r

r = −(r − 1)
∫
|∇un(s)|p|un(s)|r−2 +

∫
|un(s)|q+r−2

≤ ‖un‖q−2
L∞(0,d;L∞)‖un(s)‖r

r (3.26)

を得る. これと Gronwall の不等式より

‖un(s)‖r ≤ ‖un(0)‖re
‖un‖q−2

L∞(0,d;L∞)
d
, ∀s ∈ (0, d], ∀n (3.27)
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が従う. この式において r → ∞ の極限をとり (3.21) と ‖un‖L∞(0,d;L∞) の d に関
する単調増加性を考慮すると, ある δ > 0 があって

‖un(s)‖∞ ≤ 2, ∀s ∈ [0, δ], ∀n (3.28)

が成立することがわかる (L∞-energy method of Ôtani).

また任意の s ∈ [−1, 0] について, Case 1 では (3.10) より,

‖un(s)‖∞ =
‖u(tn − s/λα

n)‖∞
λβ

n

=
‖u(tn − s/λα

n)‖∞
‖u(tn)‖∞

≤ sup[0,tn] ‖u(·)‖∞
‖u(tn)‖∞ ≤ 2‖u(tn)‖∞

‖u(tn)‖∞ = 2 (3.29)

が従う.

Case 2 でも同様の結論が Claim 2 より従う. (3.28), (3.29) より (3.23) が従う.

Case 1 では (3.9), (3.19) より

λβ
n = ‖u(tn)‖∞ → ∞ (3.30)

である. これと (3.8) より

tn +
δ

λα
n

→ Tm, (3.31)

tn − 1

λα
n

→ Tm (3.32)

である. また Case 2 では (3.16) より

tn +
δ

λα
n

→ Tm = ∞ (3.33)

である. さらに (3.15), (3.19) より λβ
n = ‖u(tn)‖∞ → η であるので, λα

n → ηα/β が
従う. これより

tn − 1

λα
n

≥ tn − 1

ηα/β
+ o(1) = Tm − 1

ηα/β
+ o(1) = ∞ (3.34)

である.

(3.31)-(3.34), Proposition 2.1, Proposition 2.3, Proposition 2.7, Proposition 2.8

(a) より, ∥∥∥∥∥dun

ds

∥∥∥∥∥
L2(−1,δ;L2)

= −J(un(δ)) + J(un(−1))

= −J(u(tn + δ/λα
n)) + J(un(tn − 1/λα

n))

→ −c+ c = 0 (3.35)
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であるので (3.22) が従う. また (3.20), (3.19), (3.18) より

|un(0, 0)| =
|u(xn, tn)|

λβ
=

|u(xn, tn)|
‖u(tn)‖∞ ≥ 1

2
(3.36)

であるので (3.24) が従う.

仮定と (3.31), (3.32), (3.34) および Proposition 2.7 より十分大きい n と任意
の s ∈ [−1, δ] について u(tn + s/λα

n) ∈ W である. よって Proposition 2.8 (b) と
Proposition 2.3 より (3.25) が従う.

(3.22), (3.23), Proposition 2.4, Lemma 2.1 よりある u ∈ C(IRN) が存在して

un → u in Cloc((−1, δ) × IRN ) (3.37)

が成立する. これと (3.24) より

u(0) ≥ 1

2
(3.38)

である.

一方 (3.22), (3.23) よりある σ ∈ [0, δ/2] とある C1 > 0 が存在して

∆pun(σ) + un(σ)|un(σ)|q−2 =
dun(σ)

ds
→ 0 in L2, (3.39)

‖un(σ)‖∞ < C1 (3.40)

である.

(3.25), (3.40), (3.39) と Proposition 2.5 よりある v ∈ D1,p
0 があって

un(σ) → v a.e., (3.41)

un(σ) ⇀ v in D1,p
0 , (3.42)

v = 0 or ‖∇v‖p
p ≥ Sq/(q−p) (3.43)

である. (3.37), (3.41) より u = v が従い, これと (3.38) より

v = u �= 0 (3.44)

である. よって (3.43) と (3.42), (3.25) より

Sq/(q−p) ≤ ‖∇v‖p
p ≤ lim

n→∞ ‖∇un(σ)‖p
p < Sq/(q−p) (3.45)

を得るが, これは矛盾.

従って lim supt→Tm
‖u(t)‖∞ = 0, 特に limt→Tm ‖u(t)‖∞ = 0 である. これと

(1.7), (3.4) より (3.2), (3.3) を得る.
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Proposition 3.2

ある t があって u(t) ∈W ならば, ある η ≥ 0 に対して

‖u(t)‖2 ↓ η as t→ ∞ (3.46)

である. また

lim
t→∞ ‖u(t)‖r = 0, ∀r ∈ (2,∞], (3.47)

lim
t→∞ J(u(t)) = 0, (3.48)

lim
t→∞ ‖∇u(t)‖p = 0 (3.49)

が成立する.

Proof of Proposition 3.2.

Proposition 3.1 より仮定のもとで (3.2), (3.3) が成立する. このことと, (P) に
u(t) をかけ空間領域上で積分して得られる式をあわせると

d

dt

1

2
‖u(t)‖2

2 = I(u(t)) ≤ 0, ∀t ∈ [t,∞) (3.50)

を得るので (3.46) が従う.

Proposition 3.1 より

lim
t→∞ ‖u(t)‖∞ = 0 (3.51)

である. 任意の r ∈ (2,∞) について (3.46), (3.51) より

lim sup
t→∞

‖u(t)‖r ≤ lim sup
t→∞

(‖u(t)‖2
2‖u(t)‖r−2

∞ )1/r

≤ (‖u(t)‖2
2 lim sup

t→∞
‖u(t)‖r−2

∞ )1/r = 0 (3.52)

を得るので (3.47) が成立する.

また Proposition 2.6 よりある tn → ∞ があって,

c := lim
n→∞J(u(tn)) = lim

n→∞

(
1

p
− 1

q

)
‖u(tn)‖q

q (3.53)

を満たす. これと limn→∞ ‖u(tn)‖q
q = 0 より (3.48) を得る. よって

‖∇u(t)‖p
p = pJ(u(t)) +

p

q
‖u(t)‖q

q → 0 (3.54)

が従うので (3.49) を得る.
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INSTABILITY OF NONRADIAL BOUND STATES FOR 2D
NONLINEAR SCHRÖDINGER EQUATION

水町　徹 (横浜市立大学総合理学研究科)

1. 序文

非線形シュレディンガー方程式

(1)

{
iut + ∆u+ |u|p−1u = 0 for (t, x) ∈ � × �

n ,

u(x, 0) = u0(x) for x ∈ �
n ,

の定常波解の不安定性について述べる．(1)は

E(u) =

∫
�2

(
1

2
|∇u|2 − 1

p+ 1
|u|p+1

)
dx,

Q(u) =

∫
�2

|u|2dx,

を保存量にもつ．ϕω (ω > 0)を

(2) ∆ϕ− ωϕ+ |ϕ|p−1ϕ = 0 for x ∈ �
2 .

解とするとき，eiωtϕω(x) は(1)の定常波解とよばれる解になる．ϕω が ground state (正
値球対称解) の場合，定常波解 eiωtϕは非線形項の指数 pが 1 < p < 1 + 4/nならば安定
(Cazenave-Lions ’82), p ≥ 1+4/nならば不安定 (Berestycki-Cazenave [2], Weinstein [11])

であることが知られている. さらにGrillakis [6]は ϕωが(2)の球対称解 (ground state と
は限らない)場合に，定常波解 eiωtϕω が p > 1 + 4/nで線形不安定であることを示した．
ここで定常波解が安定（不安定）であることの定義を述べる．

Definition 1. u(x, t)を(1)の解， eiωtϕ(x) をその定常波解とする．このとき,

∀ε > 0, ∃δ > 0 inf
y∈�2,θ∈�

‖u0 − eiθϕ(· + y)‖H1(�2) < δ =⇒

sup
t≥0

inf
y∈�2,θ∈�

‖u(·, t) − eiθϕ(· + y)‖H1(�2) < ε

であるとき，定常波解 eiωtϕは（軌道）安定であるという．
定常波解 eiωtϕ が安定でないとき，（軌道）不安定であるという．

以後 n = 2(空間 2次元)とし，(r, θ)を 2次元極座標とする．u(x, t)が

(3) u(x, t) = ei(ωt+mθ)φω(r) (m ∈ �)



と表されるH1(�2)に属する定常波解ならば，ある正の数 αが存在し φωは

φ′′ +
1

r
φ′ −

(
ω +

m2

r2

)
φ+ |φ|p−1φ = 0,(4a)

lim
r↓0

φ(r)

rm
= lim

r↓0
φr(r)

mrm−1
= α,(4b)

lim
r→∞

φ(r) = 0,(4c)

をみたす．以後(4a),(4b)をみたす解を φ(r, α)と記す．Iaia-Warchall[8]は，∀k ∈ � に対
して，k-回符号変化する(4a)–(4c)の解が存在することを示した．
講演では，(4a)–(4c)の正値解がp > 3で不安定であることを述べた．この結果はGrillakis

の結論と同様のものであるが，(4a)の中に現れるm2/r2という項の singularityが強すぎ
るために彼の方法は適用できない．以下に証明の概略を述べる.

2. 正値解の一意性

Yanagida-Yotsutani[13]の方法を用いて，(4a)–(4c) の正値解の一意性を示す．

Proposition 1. Let 1 < p <∞, m ∈ � and let φ(r, α) be the solution to (4a),(4b). Then

there exists a positive number α0 satisfying the following:

(A) For every α ∈ (0, α0), φ(r, α) is positive on (0,∞) and satisfies

lim inf
r→∞

φ(r, α) > 0.

(B) For α = α0, φ(r, α) is positive on (0,∞) and decays exponentially as r → 0.

(C) For every α > α0, the solution φ(r, α) has a zero in (0,∞).

証明はHirose-Ohta [7]と同様にできる．

3. 定常波解の線形不安定性

定常波解と偏角成分が等しくなる摂動のみを考えることにする．

u(x, t) = ei(ωt+mθ)(φω(r) + eλtv(r))

とし，(1)を v = 0の周りで線形化する．このとき(
Re v

Im v

)
= y+

(
1/2

−i/2

)
+ y−

(
1/2

i/2

)
.

とすると，固有地問題

(4)

{
(∆ − k2

+ + α(r))y+ + β(r)y− = 0,

(∆ − k2
− + α(r))y− + β(r)y+ = 0,

を得る．ここで k± =
√
ω ∓ iλ,

α(r) =
p+ 1

2
φω(r)p−1, β(r) =

p− 1

2
φω(r)p−1.



Im(r), Km(r)を変形ベッセル方程式

(5) ηrr +
1

r
ηr −

(
1 +

m2

r2

)
η = 0,

の

Im(r) ∼ 1

2mm!
rm, Km(r) ∼ 2m−1(m− 1)!r−m (r → 0),

Im(r) ∼ 1√
2πr

er, Km(r) ∼
√

π

2r
e−r (r → ∞),

(6)

をみたす解とする．このとき，φωは r → 0と r → ∞で 0に収束するので，r → 0および
r → ∞において

(y+, y−)  (Im(k+r), 0), (y+, y−)  (0, Im(k−r))

(y+, y−)  (Km(k+r), 0), (y+, y−)  (0, Km(k−r)),

をみたす 4つの一次独立な(4)の解が存在する．これらの解の組をそれぞれ {y0
1,y

0
2,y

0
3,y

0
4},

{y∞
1 ,y

∞
2 ,y

∞
3 ,y

∞
4 }, とする. r → 0では y0

1, y2, 0が，r → ∞では y∞
3 , y∞

4 が有界となり，
その他のものは非有界である．従って λが固有値であるならば，y0

1と y0
2は y∞

3 と y∞
4 の

線形結合で表される．この性質を利用して Pego-Warchall [10]は(4)のような固有値問題
に対してEvans関数を定義している．ここでは，[10]て定義されたEvans関数D(λ) を用
いて不安定固有値の存在を証明する．D(λ)は

(i) D(λ)は � ω := � \ {it | |t| ≥ ω
1
2 with t ∈ �} 上で定義された解析関数,

(ii) λ ∈ � ω ならば，D(λ) = 0と λが固有値であることは同値，
(iii) limλ→∞D(λ) = 1,

という性質をみたす．ϕω = eimθφωとすると，(1)の定常波解 eiωtϕの周りでの線形化作用
素の固有値 λ = 0に属する広義固有空間は

{iϕω, ∂ωϕω, ∂xϕω, ∂yϕω, ixϕω, iyϕω}
で張られる．このうち，偏角成分の Fourier modeが ϕωと同じものは最初の２つである．
このことを使って計算をすると以下の結論を得た．
φ(r, α) を(4a), (4b)の解とし，ψ(r)を

(7)



ψrr +

1

r
ψr −

(
ω +

m2

r2

)
ψ + p|φ(r, α)|p−1ψ = 0 for r ∈ (0,∞),

lim
r→0

ψ(r, α)

rm
= 1, lim

r→0

ψr(r, α)

rm−1
= m.

の解とする．このとき以下の命題が成立する．

Proposition 2.

D(0) = D′(0) = 0,(8)

D′′(0) = −A d

dω
Q(φω),(9)



where A is a constant that has the sign sign as limr→∞ ψ(r).

Proposition 2を認めると，不安定固有値の存在を以下の手順で示すことができる．

(i) 常微分方程式の一般論から，limr→∞ ψ(r)は ±∞, 0 のいずれかであることがわ
かる．

(ii) limr→∞ ψ(r) = −∞であるとすれば，

dQ(φω)/dω

{
> 0 (1 < p < 3),

< 0 (p > 3)

なので，p > 3のときにD′′(0) < 0がわかる．D(λ)は� ω上連続な関数で limλ→∞D(λ) =

1をみたすから，D(λ)は (0,∞)上に零点をもつ．従って固有値問題(4)は不安定
固有値をもつことになる．
空間次元が 1次元であれば，D′′(0)と dN(φω)/dωが同符号であることが Evans

関数を計算するとすぐにわかるが (cf. Alexander-Sachs [1]), 空間次元が 2次元以
上の場合は，Aの符号を決定する必要がある．

(iii) 最後に

(10) lim
r→∞

ψ(r) = −∞

の証明の概略を述べる．Kwong [9]の論文において，(10)を示すことが scalar field

方程式の正値球対称解の一意性を証明するための重要なステップになっている．
我々の問題では，正値解の一意性がYanagida-Yotsutaniの方法で証明されており，
正値解の一意性から条件(10)を示すことになる．
変数変換

g(r) = rIm(r)2, K(r) = Im(r)p−1,

φ(r, α) = Im(r)u(r, α), v(r, α) =
∂φ(r, α)

∂α
,

によって(4a)を標準形

(11)

{
(g(r)ur)r + g(r)K(r)|u|p−1u = 0,

u(0, α) = α, ur(0, α) = 0,

に変換する．

P (r) = gur(hur + u) +
2

p + 1
ghK|u|p+1,

Q(r) = 2ghurvr + g(urv + uvr) + 2ghK|u|p−1uv,

R(r) = g(uvr − urv),

とする．Pohozaevの等式（[14], Section 3参照）を αについて微分すると

(12)
1

p+ 1
Q(r) =

v

u
P (r) −

∫ r

0

P (s)R(s)

g(s)u(s)2
ds



という式が得られる．この式から �
2 平面内で (ψ, ψr)が回転する様子がわかり，

limr→∞ ψ = −∞ を示すことができる．

Remark 1. Proposition 2はφωが正値解であるという特徴を使っていない．従って limr→∞ =

∞をみたす(4a)–(4c)の解が存在すれば，その解は 1 < p < 3で不安定であることになる．
subcritical な場合の不安定定常波解が存在することは証明されていないので，もし出来れ
ば面白い問題だと思います．

4. 定常波解の不安定性

線形不安定性から Definition 1の意味での定常波解の不安定性を示すためには，線形化
作用素の生成する半群の増大度が最不安定固有値に属するモードと同じであることが必
要になる．証明の方針は以下の通り．

Lを線形化作用素，σ(L)をそのスペクトル集合，P を σ+ = {λ ∈ σ(L) |Reλ �= 0} に
対応する spectral projection とし，Q = I − P とする．このとき，etLの作用素ノルムが
高々多項式のオーダーで増大することを示す．半群 etLを

(13) etLQu =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλt(λ− L)−1udλ

(γ > 0, 定数)と表示する. (13)中の (λ − L)−1を自由な作用素のレゾルベントで展開し
（Born近似），現れた各項をYajima [12]に従って評価をする．Lは自己共役作用素では
ないが，空間３次元以上の場合に波動作用素の存在を証明したCuccagna [4]の場合同様，
特に問題はおこらない．また我々の問題では，半群が多項式オーダーで増大することを許
すので，[4], [12]とことなり，resonance の非存在などの条件を仮定する必要がない．
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Laplace方程式のCauchy問題および逆向き熱伝導問題の
任意多点差分法を用いた数値解法
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Abstract

The Cauchy problem of the Laplace equation and the backward heat conduc-
tion problem are typical examples of ill-posed problems in the sense that the
solution is unstable for errors in data. Our aim is to create a meshless high
order finite difference method in which quadrature points do not need to have
a lattice structure. In order to develop our method we show a tool using the
Taylor expansion. We interpret our method from the viewpoint of the ex-
ponential interpolation. From numerical experiments we confirmed that our
method is effective in order to solve the two-dimensional Cauchy problem of
the Laplace equation and the backward heat conduction equation subject to
mixed boundary conditions.
Keywords: Exponential interpolation, Meshless finite difference method, In-
verse problem

1 はじめに

次の 2つの問題を扱う.

Laplace方程式のCauchy問題

領域 Ω2 ⊂ R2 と境界 ∂Ω2 の一部 Γd をとる. 境
界 Γd の点 x = t(x1, x2) ∈ Γd における外向き単

位法線ベクトルをn(x) = t(n1(x), n2(x))と置く.
このとき, 与えられた Cauchyデータ ū : Γd → R

と q̄ : Γd → R に対して

∆u = 0 in Ω2 (1)

u = ū on Γd (2)
∂u

∂n
= q̄ Γd (3)

を満たす関数 u : Ω2 → Rを求める問題をLaplace
方程式の Cauchy問題とよぶ.

逆向き熱伝導問題

最終時刻 T > 0 に対して 2 次元熱伝導体を表す
領域D ⊂ R2 と, 時空領域 Ω3 = D× (0, T ) ⊂ R3

をとる. ここでは,領域 Ω3の点を x = t(x1, x2, t) =
t(x1, x2, x3) と表す. 境界 ∂Ω3 に含まれる二つの

面 ΓB = ∂D× [0, T ] と ΓF = D×{T} をとる. さ
らに ΓB を二つの面 ΓB1 ⊂ ΓB と ΓB2 = ΓB \ΓB1

に分ける. このとき, 与えられた Dirichletデータ
ū : ΓB1 → R, Neumannデータ q̄ : ΓB2 → R お

よび最終データ uF : ΓF → R に対して,

∂u

∂x3
= ∆u in Ω3 (4)

u = ū on ΓB1,
∂u

∂n
= q̄ on ΓB2(5)

u = uF on ΓF (6)

を満たす関数 u(x) を求める問題を考える. ただし

∆をLaplacian
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

とし,ベクトルn(x) =
t(n1(x), n2(x), 0) を境界 ∂D の点 x における外

向き単位法線ベクトルとする. 問題 (4)–(6)を 2次
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元の混合境界値逆向き熱伝導問題とよぶ.
Laplace方程式の Cauchy問題 [1], [2] および逆

向き熱伝導問題 [3]は与えられた最終データに対し
て, 解が不安定となる非適切問題の典型例として
知られている. 本研究の目的は, 非適切問題の数
値解法を得ることである. 近年, 解が不安定となる
非適切問題に対して, 高精度の数値計算手法が有
効であるという研究が報告されている [4], [5]. こ
の研究は, 観測データに誤差が含まれない場合, 問
題の離散化誤差と計算機内で生じる丸め誤差を小

さくすることによって, 非適切問題であっても数
値解が再構成できるという考えに基づく. 具体的
には, 離散化誤差に対してスペクトル選点法を用
い, 丸め誤差に対しては任意多倍長計算を用いてい
る. しかしスペクトル選点法では, 特殊な選点であ
る Chebyshev-Gauss-Lobatto選点 [6]が用いられ
ており, 複雑な領域形状をもつ問題に対して, スペ
クトル選点法を用いるのは困難である.
本研究では, 複雑な領域形状をもつ逆向き熱伝導
問題に対する数値解法を開発する. そのために必
要な高精度離散化手法としては, 任意多点差分法を
導入する. さらに, 指数補間を用いることにより,
任意多点差分近似の意味を明らかにする.

2 差分近似

表記を簡略化するために多重指数を用いる. 非
負整数全体 Z+ := {z ∈ Z : z ≥ 0} の直積集合

を Zm
+ =

m︷ ︸︸ ︷
Z+ ×Z+ × · · · ×Z+ と表す. このとき

α = (α1, α2, . . . , αm) ∈ Zm
+ を多重指数という.

記号 0 は (0, 0, . . . , 0) を表す.
多重指数 α = (α1, α2, . . . , αm) ∈ Zm

+ に対し

ていくつかの演算を定義する. 長さを |α| = α1 +
α2 + · · · + αm によって定める. ただし, ベクト
ル x = t(x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm の長さは |x| =√

m∑
k=1

x2
k であり,多重指数の長さ | · |とは区別する.

ベクトル x のべき乗を xα := xα1
1 xα2

2 · · ·xαm
m に

よって定義する. 階乗 αを α! := α1!α2! · · ·αm!と

定める. 微分作用素
∂|α|

∂xα
は

∂α1+α2+···+αm

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαm
m

=

∂α1

∂xα1
1

∂α2

∂xα2
2

· · · ∂αm

∂xαm
m
を表す. 形式的に ∂j =

∂

∂xj
,

∂ = (∂1, ∂2, . . . , ∂m) と置くことで,
∂|α|

∂xα
= ∂α

と書くことにする.
この節では差分近似を導出する. 関数 u を有界

領域 Ω ⊂ Rm 上の解析関数とする. このとき, 関
数 u の Taylor展開

u(y) =
∑

α∈Zm
+

(y − x)α

α!
∂αu(x), x, y ∈ Ω (7)

は一様絶対収束する. 領域 Ω内に x= t(x1, x2, . . . ,

xm)と, N 個の求積点x(j) = t(x(j)
1 , x

(j)
2 , . . . , x

(j)
m ),

j = 1, 2, . . . , N をランダムに配置する. 実定数
aα, α ∈ Zm

+ を, ある µ0 ∈ N に対して aα = 0,
|α| > µ0 となるようにとり, 微分作用素 P (∂) を

P (∂) :=
∑

α∈Zm
+

aα∂α (8)

と置く. このとき, 導関数の値 P (∂)u(x) を関数
値 u(x(j)), j = 1, 2, . . . , N の一次結合で表す

ことを考える. すなわち, 重み wj(x) ∈ R, j =
1, 2, . . . , N を適切に選ぶことによって, P (∂)u(x)
を

P (∂)u(x) =
N∑

j=1

wj(x)u(x(j))+ε(x; P (∂)u) (9)

によって表す. ここで, ε(x; P (∂)u) は離散化誤差
を表す. 近似 (9)を P (∂) の x(j), j = 1, 2, . . . , N

に関する任意多点差分近似とよぶ.
実際に重み wj(x), j = 1, 2, . . . , N を以下のよ

うに決定する. 微分作用素 (8)を式 (9)へ代入する
と, 式 (9)の左辺は

P (∂)u(x) =
∑

α∈Zm
+

aα∂αu(x), α ∈ Zm
+ (10)

となる. Taylor展開 (7)を用いると式 (9)の右辺

第 1項は

N∑

j=1

wj(x)u(x(j))

=
N∑

j=1

wj(x)





∑

α∈Zm
+

1
α!

(x(j) − x)α∂αu(x)



(11)
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となる. 近似式 (9)から

ε(x; P (∂)u)

=
∑

α∈Zm
+



aα −

N∑

j=1

wj(x)
1
α!

(x(j) − x)α



∂αu(x)

を得る. 従来の差分法では, できるだけ大きな自然
数 µ に対して連立一次方程式

aα =
N∑

j=1

wj(x)
1
α!

(x(j) − x)α, |α| ≤ µ (12)

満たす wj(x), j = 1, 2, . . . , N を重みとして選ぶ.
本手法では重みの決定法を次のように修正する.

相異なるベクトル ξ(i), i = 1, 2, . . . , N をRm か

ら選ぶ. 等式 (12)の両辺に (ξ(i))α をかけ, すべて
の α ∈ Zm

+ について和をとると, 等式は

∑

α∈Zm
+

aα(ξ(i))α

=
N∑

j=1

wj(x)





∑

α∈Zm
+

1
α!

(ξ(i))α(x(j) − x)α



(13)

となる. 一般に, 等式

∑

α∈Zm
+

1
α!

ξαxα =
∑

α∈Zm
+

m∏

k=1

1
αk!

ξαk

k xαk

k

=
m∏

k=1

∞∑
αk=0

1
αk!

ξαk

k xαk

k =
m∏

k=1

eξkxk

= eξ·x, x, ξ ∈ Rm (14)

が成り立つ. 等式 (14)と多項式P (ξ) =
∑

α∈Zm
+

aαξα,

ξ ∈ Rm から, 等式 (13)は

P (ξ(i))eξ(i)·x =
N∑

j=1

wj(x)eξ(i)·x(j)
, (15)

i = 1, 2, . . . , N

と変形される. 行列 L = (l1, l2, . . . , lN ) :=(
eξ(i)·x(j)

)N

i, j=1
, Q :=

(
P (ξ(i))δij

)N

i, j=1
と列ベク

トル l(x) :=
(
eξ(i)·x

)N

i=1
, w(x) :=

(
wj(x)

)N

j=1
を

用いることで, 連立一次方程式 (15)は

Ql(x) = Lw(x), (16)

と表される. ただし δij は Kroneckerのデルタで
ある. ゆえに, もし L が正則ならば, 重み wj(x),
j = 1, 2, . . . , N は

w(x) = L−1Ql(x) (17)

によって与えられる. 列ベクトル u :=
(
u(x(j))

)N

j=1

を用いると, 本手法における差分近似は

P (∂)u(x) = tw(x)u + ε(x; P (∂)u)

= t
(
L−1Ql(x)

)
u + ε(x; P (∂)u). (18)

によって表現される.
本手法で用いたベクトル ξ(i), i = 1, 2, . . . , N

の選び方によっては, 行列 L が正則にならないこ

とがある. 例として, N = 2 において ξ(1), ξ(2) を

(ξ(1) − ξ(2)) · (x(1) − x(2)) = 0 となるように選ぶ
と, 行列 L は正則にならない. 本研究では, 行列
L が正則になるための十分条件をまだ得ていない.
また, パラメータ ρ > 0 を用いて ξ(i) = ρx(i) と置

く例では, 行列 L が対称となり, (17)式の計算に
おいて行列の対称性を考慮した技法を使用できる.

3 指数補間

本差分近似の性格を明らかにするために, 指数補
間との間の関係を示す. 指数関数の一次結合から
なる関数 ũ を各求積点 x(j), j = 1, 2, . . . , N に

おいて関数 u と値が一致するようにとる. すなわ
ち, ある定係数 bi ∈ R, i = 1, 2, . . . , N が存在し,
b := (bi)

N
i=1 に対して

ũ(x) =
N∑

i=1

bie
ξ(i)·x = tl(x)b,

ũ(x(j)) = u(x(j)), j = 1, 2, . . . , N

が成り立っているとする. このとき, 関数 ũ を u

の指数補間公式とよぶ. 等式 u =
(
ũ(x(j))

)N

j=1
=

(tljb)N

j=1 = tLb, が成り立つことから, 一次結合の
係数は b = tL−1u を満たす. ゆえに, 指数補間公
式は

ũ(x) = t
(
L−1l(x)

)
u (19)

と書くことができる.
ここで微分作用素 P (∂) を公式 (19) の両辺に

作用させる. 等式 P (∂)l(x) =
(
P (∂)eξ(i)·x

)N

i=1

3



=
(
P (ξ(i))eξ(i)·x

)N

i=1
= Ql(x) が成り立つことか

ら, 等式

P (∂)ũ(x) = t
(
L−1Ql(x)

)
u (20)

を得る. さらに関係

t
(
L−1Ql(x)

)
u = t

(
L−1l(x)

)
t(L−1QL)u

を用いると, 等式 (20)は

P (∂)ũ(x) = t(L−1l(x))t(L−1QL)u

となる. 線形空間 ΛN := span
{
eξ(i)·x : i = 1, 2, . . . ,

N
}
においては, 指数補間を経由することで, 行列

P̂ := t(L−1QL) と微分作用素 P (∂) は同値である
ことが図 1から分かる.
等式 (20)から差分近似 (18)は

P (∂)u(x) = P (∂)ũ(x) + ε(x; P (∂)u) (21)

によって表される.
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図 1: P̂ と P (∂) の同値性

次元 mや求積点数 N が大きなとき,従来の (12)
式を用いた重みの決定には, 煩雑な多重指数の演算
を多用しなければならない. 一方 (17)式は指数関
数とベクトルの内積を用いて表現されており, 数値
的に扱いやすい.

4 差分法

逆向き熱伝導問題を例として任意多点差分法を

導出する. 求積点 x(k), k = 1, 2, . . . , N を領域

Ω = Ω3 の閉包 Ω̄ 内にとる. 求積点 x(k), k =

1, 2, . . . , N に対して微分作用素

Pk(∂) :=





∂(0, 0, 1) −
(
∂(2, 0, 0) + ∂(0, 2, 0)

)
,

x(k) ∈ Ω,

n1(x(k))∂(1, 0, 0) + n2(x(k))∂(0, 1, 0),

x(k) ∈ ΓB2,

I, x(k) ∈ ΓB1 ∪ ΓF

とデータ

fk :=





0, x(k) ∈ Ω,

ū(x(k)), x(k) ∈ ΓB1,

q̄(x(k)), x(k) ∈ ΓB2,

uF (x(k)), x(k) ∈ ΓF

をとる. ただし I は恒等作用素である. 問題 (4)–
(6)を

Pk(∂)u(x(k)) = fk, k = 1, 2, . . . , N (22)

と書き直して, 各求積点 x(k), k = 1, 2, . . . , N 上

へ制限する. 関数値 u(x(j)), j = 1, 2, . . . , N の近

似値を uj と置く. パラメータ ρ > 0 に対して列
ベクトル ξ(i) = ρx(i), i = 1, 2, . . . , N と置く. こ
のとき, 与えられたデータ fk, k = 1, 2, . . . , N か

ら近似解 uj , j = 1, 2, . . . , N を以下のようにして

求める.
各求積点 x(k), k = 1, 2, . . . , N における近傍

Sk ⊂ Rm を, その和集合
N⋃

k=1

Sk が閉領域 Ω̄ を

覆うようにとる. 近傍 Sk に属する求積点のイン

デックスの集合を N(Sk) :=
{
j ∈ {1, 2, . . . , N} :

x(j) ∈ Sk

}
, k = 1, 2, . . . , N と置く. ただし Mk

は N(Sk) の要素数である. 表 {mkj} を mkj ∈
N(Sk), j = 1, 2, . . . , Mk, k = 1, 2, . . . , N とな

るように作る. 任意に k ∈ {1, 2, . . . , N} をとり
固定する. 近似式

Pk(∂)u(x(k)) ≈
∑

j∈N(Sk)

wkju(x(j)) (23)

から, 重み wkj , j ∈ {mk1, mk2, . . . , mk Mk
} =

N(Sk) を以下のように決定する.
近似式 (9) における重みが方程式 (15)によって
与えられることから, 重み wkj , j ∈ N(Sk) を連立
一次方程式

Pk(ρx(i))eρx(i)·x(k)
=

∑

j∈N(Sk)

wkje
ρx(i)·x(j)

, (24)

i ∈ N(Sk)

4



の解, および wkj = 0, j 6∈ N(Sk) から定める. 方
程式 (22) と近似式 (23) から, 連立一次方程式

N∑

j=1

wkjuj = fk, k = 1, 2, . . . , N (25)

の解を近似解 uj , j = 1, 2, . . . , N として求める.
行列W := (wkj)N

k, j=1と列ベクトル û := (uj)N
j=1,

f := (fk)N
k=1 を用いることで連立一次方程式 (25)

はW û = f と表現される. ゆえに,近似値 uj , j =
1, 2, . . . , N は

û = W−1f (26)

となる. 以上の方法を任意多点差分法とよぶ.

5 数値例

任意多点差分法を Laplace方程式の Cauchy問
題と逆向き熱伝導問題へ適用する. この節では各
近傍 Sk がすべての求積点を含むように選ばれる

例のみを示す. ゆえに, 各近傍に対するインデック
スの集合を N(Sk) = {1, 2, . . . , N} ととる. 今後
の課題として, 一般の近傍系を用いた数値実験を
行う.
また, パラメータ ρ の選定基準が得られていな

いため, 数値実験を繰り返すことで, 数値解の誤差
が小さくなるように ρ を選んだ.

Laplace方程式のCauchy問題

例 1

領域 Ω2 = (0, 1) × (0, 1) の境界 Γd = [0, 1]× {0}
上でCauchyデータ ū(l) = 0, q̄(l) = − sin lx1 を与

える. このとき, Laplace方程式の Cauchy問題の
解は

u(l)(x1, x2) =
1
l

sin lx1 sinh lx2

である.
パラメータ l = 1 に対する数値解, および数値解
と真の解を重ねた等高線を図 2に示す. 真の解と
数値解の等高線は良く一致していることが分かる.
パラメータ l = 2 に対する数値解, および数値解

と真の解を重ねた等高線を図 3に示す. 数値解は
真の解からわずかにずれているが, 解の不安定をも
つ問題の数値解としては良い精度である.
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図 2: 数値解 (——) と真の解 (- - -) (l = 1)

パラメータ l = 10 に対する数値解のグラフを図
4に, 真の解のグラフを図 5に示す. 両者のグラフ
は値が大きく異なっているが, 似た形状であること
が分かる.
以上の数値結果から, 非適切性の弱い例に対し

て, 任意多点差分法は比較的良い精度の近似解を導
出できることが分かった.

逆向き熱伝導問題

例 2

領域を D = (−0.5, 0.5) × (−0.5, 0.5) とし, 最終
時刻を T = 1 とする. 境界データは平面 ΓB1 =

5
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図 3: 数値解 (——) と真の解 (- - -) (l = 2)

{t(x1, x2, x3) ∈ ∂Ω3 : x1 = −0.5, 0.5} および
ΓB2 = {t(x1, x2, x3) ∈ ∂Ω3 : x2 = −0.5, 0.5} 上
で与えられる. パラメータ l ∈ N に対して, 関数

u(l)(x) = e−2l2x3 sin lx1 sin lx2

は熱方程式 (4)を満たす. 境界データと最終データ
を,それぞれ ū(l)(x) = u(l)(x), x ∈ ΓB1, q̄(l)(x) =
∂u(l)

∂n(x)
(x), x ∈ ΓB2, および u

(l)
F (x) = u(l)(x),

x ∈ ΓF と与える. 求積点数が N = 500 としたと
きの, 問題 (4)–(6)の数値解を求める. 求積点配置
は図 6のとおりである. 図 7にパラメータ l = 1,
ρ = 4, および時刻 x3 = 0 における数値解と真の
解の等高線図を示す. 得られた数値解は, 非適切問
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図 4: 数値解 (l = 10)
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図 5: 真の解 (l = 10)

題の数値解としては安定である. 図 8にパラメータ
l = 2, ρ = 4, および時刻 x3 = 0 における数値解
と真の解の等高線図を示す. 数値解の精度は l = 1
の場合に比べて悪くなった.
実際, パラメータが l = 1, 2, 3 のとき, 数値解の

絶対誤差 err := max
j=1, 2, ..., N

|uj − u(x(j))| はそれぞ
れ 1.6×10−4, 2.4×10−2, および 8.2である. パラ
メータ lが増加するに従って誤差が急に増加するこ

とが分かる. 不等式

∣∣∣∣∣
u(l)(x)

u
(l)
F (y)

∣∣∣∣∣ ≤
e−2l2×0

e−2l2T
= e2l2T ,

x ∈ Ω3, y ∈ ΓF から, 最終データ u
(l)
F (x) に対す

る解 u(l)(y) の比率の最大値は Cl = e2l2T である

ことが分かる. パラメータ l = 2, 3 に対する比率

6



はC2 ≈ 103.5 および C3 ≈ 107.8 である. パラメー
タ l = 3 における数値解の精度が悪い原因として,
丸め誤差が急激に拡大したことが予想される.
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図 6: 求積点
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図 7: 数値解 (—)と真の解 (- - -) (l = 1, x3 = 0)

例 3

領域を D = {t(x1, x2) : x2
1 +x2

2 < 0.52}∪(0, 1)×
(−0.25, 0.25) とし, 最終時刻を T = 1 とする. 境
界データは曲面 ΓB2 = {t(x1, x2, x3) ∈ ∂Ω3 :
x2

1 + x2
2 = 0.52} および ΓB1 = ΓB \ ΓB2 で与

えられる. 境界 ΓB2 の外向き単位法線ベクトル

n(x) は t(2x1, 2x2, 0) で表される. パラメータ
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図 8: 数値解 (—)と真の解 (- - -) (l = 2, x3 = 0)

y = t(y1, y2, y3) 6∈ Ω3 に対して, x の関数

G(x, y)

=
1

4π(x3 − y3)
Exp

[
− (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

4(x3 − y3)

]

は熱方程式 (4)を満たす. パラメータが y = t(0, 0,

− 0.3) のとき境界データと最終データをそれぞれ

ū(x) = G(x, y), x ∈ ΓB1, q̄(x) =
∂G

∂n(x)
(x, y),

x ∈ ΓB2, および uF (x) = G(x, y), x ∈ ΓF に

よって与える. 任意多点差分法におけるパラメー
タが N = 500, ρ = 3 のとき, 問題 (4)–(6) の数
値解を求める. 図 9に時刻 x3 = 0.5 の数値解と真
の解の等高線図を示し, 図 10に時刻 x3 = 0 の数
値解と真の解の等高線図を示す. 数値解の誤差は
err = 4.9× 10−3 であった.
逆向き熱伝導問題は解が不安定であるが, 数値解

には数値的な不安定現象は見られない. 数値解か
ら真の解のおおよその形状を推定できる. また, 円
と長方形を組み合わせた簡単な形状ではあるが, 長
方形以外の領域に本手法が適用可能であることを

示すことができた. このことから, より複雑な形状
の領域に対し, 本手法の応用が期待できる.

6 まとめ

本研究では, 任意多点差分法を用いた Laplace方
程式のCauchy問題と逆向き熱伝導問題の数値解法
について考察した. 任意多点差分近似法は, 各求積
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図 9: 数値解 (—)と真の解 (- - -) (x3 = 0.5)
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図 10: 数値解 (—)と真の解 (- - -) (x3 = 0)

点における関数値の一次結合によって導関数の値

を近似する方法である. 一次結合の重みは Taylor
展開を用いて定められる.
本手法は, 求積点を任意の位置に配置できるた

め, 領域の形状に依存せずに適用可能である. 各求
積点における導関数の値を近似するとき, 求積点の
格子構造や隣接情報を必要としないことから, 本手
法はメッシュフリーの特性をもつ. また, 本手法に
よって得られる近似導関数が, 与えられた求積点に
関する指数補間公式の導関数と一致することを示

した.
混合境界条件が与えられた 2次元逆向き熱伝導

問題を時空領域における 3次元問題として捉え, 本
手法を適用した. 数値例において, 非適切問題の数
値解が, 数値的安定に得られた. 最終データに対す
る解の拡大率が大きい場合は, 数値解が丸め誤差の
影響を大きく受けると考えられる.
多倍長計算との併用を今後の課題とする.
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反応拡散モデルの情報処理への応用

櫻井　建成

宇部工業高等専門学校

１．はじめに

　近年、”自己組織化”という言葉を耳に

する機会が増えてきた。その概念を使い、

脳内での機能の発現（情報処理）や生体信

号の伝搬など多くの現象が説明できること

がわかってきた。また、多くの自然現象も

これらの枠組みで理解しようとする試みが

行われている。本研究では、自己組織化に

おける時間・空間的秩序構造の代表的なモ

デルとして知られる、反応拡散モデル

（Fitz-Hugh&Nagumo(FHN)方程式）を

用いた秩序構造の発現とその情報処理への

応用を考える。反応拡散モデルは、多数の

反応素子が拡散によって繋がっているシス

テムであり、従来は、連続近似できる数値

解法を利用して、コンピュータにより計算

されてきた。各反応素子がある距離を保っ

ているような離散的な系において、従来の

連続的な反応拡散モデルでは実現されな

かった情報抽出機能が実現されることを示

す。また、我々が提案するモデルに対し確

率共鳴効果により、外的ノイズにより情報

抽出能力（SN比）が向上することを示

す。

２．FHN方程式

　本研究では、軸策における興奮伝達モデ

ルとして提案されているFitz-Hugh&

Nagumo(FHN)モデルを用いている。u=

u(x,y,t)を活性因子濃度、v= v(x,y,t)を抑

制因子濃度、Du、Dvを各因子の拡散係数

とすると、

€ 

∂u
∂t

= Du∇
2u+

1
ε
u 1− u( ) u− a( ) − v{ }

∂v
∂t

= Dv∇
2v + u − bv

と表される。ここで、a、b、εは定数パ

ラメータであり、Du = 0.002, Dv = 0.008,

a = 0.4, b = 10.0,ε = 0.001を使う。

３．画像処理への応用

　処理対象画像として、図１に示す画像

（サイズ200×200）を用いる。入力画像

（初期画像）の領域の輝度値は178、地の

領域の輝度値は0(黒)である。FHN モデル

において、各因子濃度によって輝度を変え

てグレースケール表示する（u=1.0 ：

255(白)、u=－0.05 ：0(黒)）。すなわ

ち、処理対象画像の各画素の輝度値を

f(x,y)とすると、各素子の活性因子濃度の

初期値u
o
は、

f(x,y)=255×{( u
o
(x,y)+0.05)/(1.0+0.05)}

で計算される。なお、抑制因子濃度の初期

値には、全ての画素にv
o
=0.0を代入した。

単位時間毎の各素子の(u,v)の値は、式

(1),(2)の反応拡散方程式を陽的解法公式を

用いて全素子が定常状態に落ち着くまで計

算する。空間刻みの違う二つの数値計算結

果を図１、２に示す。刻み幅が小さい場合

（図１）、通常のチューリングライクパ

ターンのように伝搬波が発生し、まあ自己

複製パターンが発生した。一方、刻み幅を

大きくした場合（図２）、与えた初期画像

の境界部分だけを抽出し、その場で定在波

が得られた。

図１入力画像（左）とパターンの時間変化（空間

刻みdx = 0.25）

図２入力画像（左）とパターンの時間変化（空間

刻みdx = 1.0）



　次に、領域分割：双安定系（図３

(b)）、エッジ検出：単安定系（図３(c)）

の例を示す。双安定系においては、与えら

れた刺激が大きい(活性因子濃度u大／高輝

度)図の領域にあたる素子はuの高い定常状

態へ遷移し、与えられた刺激が小さい( u

小／低輝度)地の領域にあたる素子はuの低

い定常状態へと遷移する。また境界部分で

は、拡散不安定性を引き起こすチューリン

グ条件により、境界が静止する．これによ

り、領域分割が可能となる。単安定系にお

いては、与えられた刺激が大きい場合にお

いても、定常状態へと遷移し、最終的には

系全体が低い定常状態になる。

　初期値として、ノイズを付加した入力画

像における結果を図４に示す。ここで、入

力画像としてコントラストの低い画像（図

４(a)）を与えている。その画像にノイズ

を付加した例を図４(b)に示す。ここで

は、コントラスト強調して示している（実

際には見えないほど暗い画像である）。ノ

イズ強度を変えた場合の結果を図４(c-h)

に示す。ノイズ強度が小さい場合（図４

(c,d)）、領域分割やエッジ検出はできて

いない。ノイズ強度が増すと（図４

(e,f)）、領域分割やエッジ検出が可能とな

る。更にノイズ強度が増すと（図４

(g,h)）、検出精度が悪くなる。図５にノ

イズ強度とその検出精度を示す。これよ

り、適度な強度のノイズを加えることで、

より高い領域分割精度が得られることがわ

かった。すなわち、適度なノイズの存在が

情報抽出のS/N(信号対ノイズ)比を向上さ

せていると言える。

　(a)入力　 (b)双安定系 (c)単安定系

図３領域分割とエッジ検出。(c)単安定系は図１と

同じパラメータを用いる。(b)双安定系では、b =

20.0とし、他は同じパラメータを用いる。

　　(a)　　　　 (b)　　　　(c)　　　 　(d)

　　(e)　 　　(f)　　　　 (g)　　 　(h)

図４低コントラスト画像の処理におけるノイズ印

加の有効性：(a)原画像、(b)ノイズを付加した入力

画像（u
o
’(x,y)= u

o
(x,y)+ c×rnd(x,y)） 、

(c)(d)c=0.0、(e)(f)c=0.11、(g)(h)c=0.15。

(c)(e)(g)：双安定系、(d)(f)(h)：単安定系。

図５ノイズ強度と検出精度の関係

４．議論

　生体内での情報伝達はそれぞれが軸索で

結合されたいわば離散的なシステムである

ニューロン群を介して行われている。我々

の視覚系機能の一つであるエッジ抽出も、

目に入ってきた物体のエッジだけを残した

パターンが定在化したものと考えられる。

ニューロンや網膜上でのセンサー（錐体な

ど）を一つの反応素子と見立て、振動子間

の結合が弱い場においてのパターンの発生

や発生したパターンの安定性などを研究す

る。また、従来、外的・内的を問わず、ノ

イズは”かたち”を壊す働きがあるなど、

ネガティブに作用すると考えられてきた。

しかし、確率共鳴など、ノイズによる現象

の誘発や反応拡散波伝搬におけるノイズの

サポート的効果など、自己組織的に発生す

るパターンにおいて、ノイズの重要性が明

らかにした。本研究では、エッジ検出のＳ

Ｎ比を向上することにノイズが大きな寄与

すること示した。新たな情報処理手法の提

案に結びつくと考えられる。
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1 研究の背景

流れの速度場が急激に変化して高い渦度が局所的に存在する領域は “せん
断流領域” と呼ばれ, 流れ全体の運動を強く支配する. そのため, せん断流領
域の運動を考えることは, 流体力学における重要な研究テーマの一つとなっ
ている.
このせん断領域の運動の数理モデルとして導入されたのが渦層である. ま

ず, 流れは非圧縮・非粘性とする. 次に, 渦層モデルでは渦度が分布する領域
の厚さが極めて薄いと仮定する. すなわち, 高渦度領域を全空間に埋め込まれ
た一つの速度場の不連続面として定義し, その面上で渦度が δ 関数的に分布

しているものを渦層と呼ぶ.
本研究では球面の上にある渦層の安定性について論じるが, その前に二次

元渦層について知られている重要な事実をいくつか紹介する. 二次元渦層は
複素数値を持つ以下のような空間１パラメータ関数として定義される.

z(Γ, t) = x(Γ, t) + iy(Γ, t), −∞ < Γ < ∞.

ここで Γは渦層に沿った循環パラメータ, tは時間を表している. この時, 渦
層の時間発展は Birkhoff-Rott方程式によって記述される.

∂z̄

∂t
=

1
2πi

PV
∫ ∞

−∞

dΓ′

z(Γ, t) − z(Γ′, t)
.

ただし, 右辺の積分は Cauchyの主値積分の意味で定義し, z̄は zの複素共役

を表すものとする. この時, 数学的および数値的な研究から, 次の三つの性質
が知られている.
1) Kelvin-Helmhotltz不安定性 [8]

Birkhoff-Rott方程式の定常解 z(Γ, t) = Γの線形安定性を調べる. この定
常解に次のようなフーリエ級数型の微少な摂動を加える.

z(Γ, t) = Γ +
∞∑

n=−∞
an(t) exp(inΓ).
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この時, 各モード nの微少摂動係数 an(t)の線形化方程式から, それらは次の
ように時間発展することがわかる.

|an(t)| ∼ |an(0)| exp(π|n|t).
これは, 大きいモードの摂動ほど, 急激に成長することを意味している. し
たがって, この Birkhoff-Rott方程式の初期値問題は Hadamardの意味で Ill-
posedである. このような線形不安定性をKelvin-Helmholtz不安定性と呼ぶ.
2) 有限時間での曲率特異点の生成

Moore[4]はBirkhoff-Rott方程式の漸近解析によって, 滑らかな初期値から
始めた解に有限時間で特異点が発生することを示唆した. すなわち, 彼は初期
値 z(Γ, t) = Γ + iε sinΓ に対する漸近解析から, 十分時間が経過した後の解の
フーリエ係数が次の漸近形になることを示した.

|an(t)| ∼ Cn− 5
2 exp

(
n

(
1 +

1
2
t +

1
4

log εt

))
.

したがって, 時刻 tc が

1 +
1
2
tc +

1
4

log εtc = 0,

を満たす時, 解の二階微分すなわち渦層の曲率が発散することがわかる.
3) Roll-up構造の出現
最後の結果は, 渦層の長時間発展に関するものである. しかし, 上で示した

ように渦層の方程式は Ill-posedであり, かつ有限時間で解は滑かさを失うの
で, その時間を超えて渦層の長時間発展を考えることはできない. それに対し
て, Krasny[1]は以下のような Birkhoff-Rott方程式の正則化方程式を考えて,
その長時間発展を数値計算した.

∂z̄

∂t
=

1
2πi

∫ ∞

−∞

z̄(Γ, t) − z̄(Γ′, t)
|z(Γ, t) − z(Γ′, t)|2 + σ2

dΓ′.

ただし σ > 0は正則化パラメータである. この時, 渦層には曲率の爆発が起
らず, 長時間経過すると二重螺旋渦巻形に巻き上がる (Roll-up)ことが知られ
るようになった. この渦巻解はもちろん Birkhoff-Rott方程式の厳密解ではな
いが, 数学的には Birkhoff-Rott方程式の解を弱い意味で近似する解であるこ
とが知られている [3]. また, 物理的に渦の二重螺旋構造は現実の流体現象に
普遍的に見られるものであり, 数値的には正則化渦層の方程式が高レイノル
ズ数を持つ現実流体の運動を精度よく近似する例 [6]等も報告されており, 応
用上も重要なモデル方程式である.

2 球面上の渦層の運動

我々は, こうした二次元渦層について得られた知見を基に球面上にある渦
度密度一定の渦層の時間発展を取り扱う. さらに, 今回は球の両極に渦糸を固

2



定した系を考える. 北極渦と南極渦の強さをそれぞれ Γ1, Γ2 とし, 時刻 tそ

して αを渦層に沿った曲線パラメータとする時, 渦層の位置を球面座標系で
(θ(α, t), ϕ(α, t)) と表せば, 極渦付きの球面渦層は以下の運動方程式に従う.

θt = − 1
4π

PV
∫ 2π

0

sin θ′ sin(ϕ − ϕ′)
1 − cos γ

dα′, (1)

ϕt = − 1
4π

PV
∫ 2π

0

cos θ sin θ′ cos(ϕ − ϕ′) − sin θ cos θ′

sin θ(1 − cos γ)
dα′

+
1
4π

(
Γ1

1 − cos θ
− Γ2

1 + cos θ

)
. (2)

この方程式に対して, 我々は, 定常解 θ(α, t) = θ0, ϕ(α, t) = αの線形安定性,
および曲率爆発の有無とその極渦からの影響を調べた. さらに方程式を二次
元の場合と同様に渦法によって正則化し, 数値計算して二重螺旋Roll-up構造
と極渦の影響についても調べた.

3 線形安定性

まず, 渦層方程式 (1)と (2)の定常解を求める. 今, 渦層が同一緯度の上に
ある, すなわち θ(α, t) = θ0, ϕ(α, t) = αとする. これを方程式に代入して,

θt = − 1
4π sin θ0

PV
∫ 2π

0

sin(α − α′)
1 − cos(α − α′)

dα′ = 0,

ϕt =
cos θ0

2 sin2 θ0

+
1
4π

(
Γ1

1 − cos θ0
− Γ2

1 + cos θ0

)
≡ V0.

を得るので, これから θ = θ0, ϕ = α + V0t は渦層方程式の定常解であること

がわかる. 我々はこの定常解の線形安定性を調べる.
この定常解に以下のようなフーリエ級数型の微少摂動を加える.

θ(α, t) = θ0+
∞∑

n=−∞
θn(t) exp(inα), ϕ(α, t) = α+V0t+

∞∑
n=−∞

ϕn(t) exp(inα).

この時, 摂動のフーリエスペクトル θn(t)と ϕn(t)に対する線形化方程式が得
られる.

dθn

dt
=

|n|
2 sin θ0

ϕn,

dϕn

dt
=

( |n|
2 sin3 θ0

− (Γ1 + Γ2 + 2π)(1 + cos2 θ0)
4π sin3 θ0

− (Γ1 − Γ2) cos θ0

2π sin3 θ0

)
θn.

この線形化方程式の固有値 λn は次のように与えられる.

λn = ± 1
2 sin2 θ0

√
(|n| − κ1(1 + cos2 θ0) − κ2 cos θ0) |n|,
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ただし κ1 = Γ1+Γ2+2π
2π , κ2 = Γ1−Γ2

π である. したがって, もし nが

|n| < κ1(1 + cos2 θ0) + κ2 cos θ0, (3)

を満たしていれば, 摂動のフーリエスペクトル θn(t)と ϕn(t) は中立安定にな
る. 一方で十分大きな nに対しては正の固有値は漸近的に |n|

2 sin2 θ0
に近付く

ので, 平面における Kelvin-Helmholtz 不安定性と同様の成長をする. このこ
とから, 極渦の存在により, 摂動の低次モードのいくつかが中立安定になるが,
十分高次のモードの不安定化は抑えられないことがわかる.
この線形安定性の結果を二つの具体的な場合で考察する. まず第一は二つ

の極渦の大きさが等しい時, κ2 = 0を考える.安定性の条件 (3) は

|n| < κ1(1 + cos2 θ0). (4)

のようになる. したがって, 極渦がない場合, すなわち κ1 = 1の時, 摂動の第
一スペクトル θ1(t)と ϕ1(t)は赤道を除く任意の場所で中立安定になってい
る. 一方, κ1を固定して考えると, 渦層の位置 θ0が極に近付くにつれて, 中立
安定になるフーリエ係数の数は増加する.
次に全球上の渦度の総和が 0になっている場合を考える. この時 Γ1 +Γ2 =

−2πなので, 安定性の条件は

|n| < κ2 cos θ0. (5)

に等価である. これによると北極渦が南極渦より強い場合, つまり Γ1 > Γ2の

時, 北半球にある渦層はいくつかの中立安定な低次のフーリエスペクトルを
持つ. 逆に南半球にある渦層については, すべてのフーリエスペクトルは不安
定である.

4 特異点の発生

球面渦層に発生する特異点を数値計算によって検出する. 特異点を数値的
に精度よく調べる方法として, Sulemらによるスペクトル検出法 [14]が知ら
れているので, 我々もこれを利用する. この方法では, まず解のフーリエ係数
が十分時間が経過した後に次の漸近形を持つと仮定する.

|θn(t)| ∼ Cθn
−pθ exp(−δθn),

|ϕn(t)| ∼ Cϕn−pϕ exp(−δϕn),

なお Cθ や Cϕ, pθ, pϕ, δθ, δϕ は nよらないパラメータである. それから, 渦
層方程式を数値的に解いて, 各時間ステップ毎に得られた数値データから上
の解の漸近形への最小二乗法によるあてはめを行って, これらのパラメータ
の値を求める. そして最後に δθ と δϕ が 0になる時刻を推定する. この時間
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において, 解のフーリエスペクトルはベキ減衰となり, ここで解は特異性を持
つことになる. パラメータ pθ と pϕ は解の何階微分が爆発するかを決定する

パラメータである. なお, このような方法で渦層に現れる特異点を検出する研
究はこれまでにも数多く行われている [2, 5, 7, 10, 13].
さて,このような数値検出法がうまく働くためには,かなり精度の高い数値計

算が要求されるが,渦層の方程式はKelvin-Helmholtz不安定性からHadamard
の意味で非適切な問題なので, 僅かな数値的な丸め誤差が混入するだけでも,
その誤差が急激に拡大して数値計算は破綻してしまう. また方程式には特異
積分が含まれているため単純な台形公式では精度が上らない. こうした問題
について, 我々はKrasny によるフーリエフィルタリングの方法 [2]と Sidiと
Israeli[12]による交代選点台形公式を用いて,高精度の数値計算を実現した. ま
た, 時間方向の積分には４段４次のRunge-Kutta法を用い, 渦層はN = 4096
点で離散近似している. なお, 数値計算の初期値として次を用いた.

θ(α, 0) = θ0 + 0.01 sinα, ϕ(α, 0) = α + 0.01 sinα, (6)

図 1は Γ1 = Γ2 = −πおよび Γ1 = Γ2 = 0, Γ1 = Γ2 = πの場合の解の特

異点の生成時刻を渦層の位置 θ0 に対してそれぞれプロットしたものである.
前述の安定性の条件 (4)によると, 第一の場合すべての摂動のスペクトルは不
安定, 第二の場合は第一スペクトル θ1(t)と ϕ1(t)が中立安定, 第三の場合は
第一と第二スペクトルが中立安定である. この図からわかることは, 中立安定
なモードが多い程, 解の存在時間は長くなっているが, いずれの場合でも特異
性が発生するということである. したがって, 極渦が存在しても特異性の発生
は抑制できない. その理由は, 極渦によって低次のスペクトルが安定になるも
のの, 方程式の持つ非線形性により初期の摂動が徐々に高次のスペクトルの
摂動を励起するため, 結局のところ極渦による線形安定性で抑えきれない高
次モードの不安定性が解の特異点の生成につながるからである. また, 渦層の
位置 θ0 が極に近付くと, 解の存在時間が短くなっているが, これは回転速度
が θ0 → 0 で V0 → ∞になることに由来する. ちなみに, このいずれの場合も
発生する特異性は平面の場合と同様曲率の爆発 pθ ∼ 2.5, pϕ ∼ 2.5である.
次に, Γ1 + Γ2 = −2πとし Γ1 > Γ2の場合の特異性の発生時刻を図 2に示

す. 線形安定性から, この場合は北半球の渦層の方が多くの安定な低次フーリ
エスペクトルを持つが, この図も安定なモードが多い程解の存在時間が長く
なる傾向にあることを示している. なお, 本来であれば渦層が北極に近付く程
安定なモードは多くなり,極ほど解の存在時間は長くなりそうだが, 実際には
中緯度領域でピークを迎えている. これは北極付近では渦層の線形安定性に
よる特異化よりも極に近付くことによる特異性の方が強く寄与しているため

である.
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図 1: 極渦の大きさが Γ1 = Γ2 = 0,±πの場合の, 渦層の位置 θ0に対する特

異点発生時刻. 二つの渦糸の強さの和 Γ1 + Γ2 が増加して安定な低次のモー

ドが増える程, 解の存在時間は長くなる.
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図 2: 極渦の強さが Γ1 + Γ2 = −2πかつ Γ1 > Γ2の場合の, 渦層の位置 θ0に

対する渦層の解の特異点発生時刻の様子. 安定な中立モードを多く持つ傾向
にある北極渦層の方が存在時間が長い.
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5 長時間発展

最後に渦法により渦層の方程式を以下のように正則化して, その長時間発
展を数値計算する.

θt = − 1
4π

PV
∫ 2π

0

sin θ′ sin(ϕ − ϕ′)
1 − cos γ + σ2

dα′, (7)

ϕt = − 1
4π

PV
∫ 2π

0

cos θ sin θ′ cos(ϕ − ϕ′) − sin θ cos θ′

sin θ(1 − cos γ + σ2)
dα′

+
1
4π

(
Γ1

1 − cos θ
− Γ2

1 + cos θ

)
. (8)

σ > 0は渦法の正則化パラメータである. 初期値は次を用いている.

θ(α, 0) =
π

3
+ 0.01 sinα,

ϕ(α, 0) = α + 0.01 sinα.

その数値計算結果を三つ示す. 図 3は極に渦がない時の正則化渦層の長時間
発展である. 時刻 t < 10まで, 渦層は安定に時間発展するが, それ以後不安定
化して４つの螺旋渦を持つ渦構造に発展する.次に 図 4は Γ1 = −2.5πおよ

び Γ2 = 0.5πの場合の数値解である. この場合は解がすぐに不安定化して螺
旋に巻き上がるが, 渦巻は一つしか発生しない. 最後の図 5は北極渦と南極渦
の強さがそれぞれ Γ1 = 1.5π そして Γ2 = −3.5πの時の時間発展である. こ
ちら時刻 t = 18になるまで渦層は安定であるが, 結局は不安定化して, ５つ
の二重螺旋渦巻を構成する.
これら結果と極渦の存在との関連について述べる. まず, 極渦のない場合は

初期摂動 θ1(t)と ϕ1(t)が中立安定であり, 二番目の例ではすべてのスペクト
ルが不安定, 最後の例では第一と第二フーリエスペクトルが中立安定になっ
ている. 次に最終的に現れる渦巻の数は, それぞれ４つ, １つ, ５つとなって
いる. 最後に解が不安定化して巻き上がる時刻は, 中立安定なモードの数が多
いほど, 遅くなっている. この事実から次のように考察できる. 線形中立安定
なモードの数が多くなると安定性が増すので, 解が不安定化するのに長い時
間がかかるが, 方程式の非線形性より高次の不安定モードにエネルギーが移
行すると, そのモードが急激に成長して結果として解全体が不安定になる. さ
らに, この不安定なモードのうち, どれかが選択的に大きくなって解全体の形
状を决まるので, 低次の中立安定モードの数が多い程, 最終的に出現する渦巻
の数は多くなる.

6 まとめ

極渦を持つ球面上にある渦層の線形安定性と特異点形成, 長時間発展を数
理的および数値的に調べた. それによると, 極渦の大きさと渦層の位置に応じ
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t=8.0 t=14.0

t=10.0 t=16.0

t=12.0 t=18.0

図 3: 極渦がない場合の渦層の長時間発展
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t=1.0 t=4.0

t=2.0 t=5.0

t=3.0 t=6.0

図 4: 極渦の大きさが Γ1 = −2.5π, Γ2 = 0.5πの時の渦層の長時間発展
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t=18.0 t=21.0

t=19.0 t=22.0

t=20.0 t=23.0

図 5: 極渦の大きさが Γ1 = 1.5π, Γ2 = −3.5πの時の長時間発展
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て, いくつかの低次の摂動のフーリエモードが線形中立安定になることがわ
かった. この安定性により, 安定なモードが増える程, 解は安定に長時間存在
する. しかし, 方程式の持つ非線形効果により初期の安定モードに加えた摂動
から徐々に高次の不安定モードが励起され, それが急激に不安定化すること
で解全体も不安定化し, その結果, 渦層には二次元と同様の曲率特異性が有限
時間で発生する. さらに, 渦法による正則化方程式の長時間発展の数値計算か
らは, 解が安定なモードを持てば持つほど、より多くの渦巻きを持つ複雑な
形状へ移行することがわかった. このような線形安定性が増す程, 運動が複雑
になって行く過程は, せん断流を持つ二次元渦層の運動 [11]においても見ら
れた現象である.
最後に正則化渦層の長時間発展について議論しておく. 数値計算の結果が

示すように, 中立安定なモードが増えれば現れる渦巻きの個数が増える. しか
し, 例えば図 3の場合, モード１の摂動が中立安定だからといって２個の渦巻
きが現れるわけではなく４つの渦巻が現れる. すなわち安定なモードの番号
と現れる渦巻の数には単純な関係がないことを示している. どのようなメカ
ニズムでこの渦巻の個数が選択されるかを考えることは今後の面白い課題で

ある.
また, 図 3の渦巻きの中心は時間がたつにつれて緯度方向に大きくずれ運

動を伴うが, 一方図 5では, 渦巻の数が多いながらも, その中心は緯度方向に
運動せず経度方向に回転するのみである. 長時間発展後の渦巻き構造のこう
した運動の違いが何によるのかを調べるために現在は極渦を持つ球面の上の

渦糸系の安定性などを調べており, その解釈が可能になっているが, この点に
ついては別のところで報告したい.
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反応拡散場での粒子運動の数理モデルについて
長山 雅晴 �京都大学・数理解析研究所・助手�

� はじめに
界面活性剤の一種である樟脳粒は，樟脳分子を水面上に展開することによって表面

張力を変化させ，水面上で自発的に運動することが知られている．最近の実験から，
固形樟脳のスイッチング現象，�隻の樟脳舟の引き込み現象，固形カンフェンの間欠
運動など，表面張力の変化だけでは理解できない運動が提示された．このような現象
を数理的側面から理解するために，������の運動方程式と反応拡散方程式の結合し
た数理モデルを提出し，樟脳粒の自発的周期運動の機構 	
�や樟脳舟の相互作用機構
	��を明らかにした．特に，樟脳舟の相互作用には表面張力の変化によって生じる流
れの効果が重要であることがわかった．
最近，水溶液中の化学物質と化学反応を起こす界面活性剤に対する実験において，

これまでの樟脳運動では見られない新しい運動が報告された．１つはリン酸緩衝液上
での樟脳酸舟の間欠運動であり 	��，もう一つは硝酸第一鉄溶液上でのフェナントロ
リン円盤の間欠運動である 	�．この論文では，これらの間欠運動の機構を数理的に
理解するために数理モデルを構築し，数値計算によって間欠運動の仕組みを理解する
ことを目標にする．

� 樟脳酸運動の数理モデル
リン酸緩衝液上の樟脳酸舟の運動を考察した実験により，リン酸濃度に依存して樟

脳酸舟の速度が周期的に変動する現象を報告している．図 
はリン酸イオン溶液上
での樟脳酸舟の速度の時間変化を示している．初期のリン酸濃度がゼロのとき，樟脳
酸舟は等速運動をしている �図 
����．リン酸の初期濃度を高くすると，樟脳酸舟は
は間欠運動する �図 
����．樟脳酸膜はリン酸と気水界面の近くで化学反応を起こし
溶液中に溶け込に，膜は界面上に展開できなくなっる．従って，表面張力は変化しな
くなり樟脳酸舟が動かないことは容易に理解できる．しかしながらこの説明だけでは
速度の周期的変動を説明することはできない．そこで我々はこの樟脳酸舟に現れる現
象を数理的に理解するために樟脳酸舟の数理モデルを構築し，振動現象の機構を理解
する．
リン酸イオンの濃度に依存した樟脳酸舟の運動を数理的に理解するために，直線

状水路内での樟脳酸舟の数理モデルを導入する．そして，数値計算によって数理モデ
ルから舟の間欠振動現象を数理的に解釈することを考える．最初に，樟脳酸粒が非常
に小さいと仮定し，樟脳酸粒を質点で表現し樟脳酸舟を次のような �質点剛体で近似
する：

������� ������ � ������ � �� ������ �� �
�

ここで，������ ������ �����はそれぞれ樟脳酸舟の船首，船尾，舟の中心を表しており，
�� は舟の長さをとなる．このとき，樟脳酸舟の運動は次のような ������の運動方
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ここで，���� �は水面の表面張力，���� ��� �!� ��は樟脳酸粒から供給される樟脳
酸膜の表面濃度，��"#� ��は樟脳酸舟の表面積密度，�は表面の粘性抵抗，	��$� ���

は対流項に対する定数で負の抵抗のような効果を持つ．導出の詳しい方法は 	��を参
照のこと．表面張力と界面活性剤の関係として，界面活性剤が増加すると表面張力は
弱くなることを実験結果から得た 	�．更に，表面張力はわずかな界面活性剤の濃度
によって変化しないことが実験によって知られている 	%�．これらの実験結果に基づ
いて我々は表面張力と界面活性剤の関係を次のように仮定した：

���� �
��


 � 
��
� ��� ���

ここで ��� ��は水の表面張力 ��� �，�� は樟脳酸膜濃度に依存した最小の表面張力
である．
次に樟脳酸膜の表面濃度 ���� ��とリン酸イオンの濃度 ���� ��に対するモデル方程

式を考える．樟脳酸分子は気水界面のまわりでリン酸イオンと次のような反応を起こ
してイオン化し水溶液中に溶解する：

���������� � �����

�

��� ����������
�
� �����

�
�

上記の化学反応は気水界面近くでしか起こらないことと樟脳酸舟の運動は界面上であ
ることを考慮し，気水界面だけの反応拡散系を用いて次のように記述する：�����

����
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� ��
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���
� ���� ����
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��

��
� ��

���

���
� �����

��

��



ここで，� � 	�����������，� � 	����

�
�，��� �$

��は気水界面での樟脳酸膜濃
度の拡散係数，��は溶液中でのリン酸イオン濃度の拡散係数，���
�$�と ��� �!� 

��$�

はそれぞれ昇華率と反応率を表し，�� は樟脳酸粒の半径，� は直線状水路の長さを
表す．関数 � � �!� ��$� は気水界面上での樟脳酸粒から樟脳酸膜に変化する影響を
記述すしている．���では樟脳酸粒を質点で近似しているけれども，樟脳粒の大きさ
の依存性を考えるために樟脳粒の半径を導入する．従って関数 � を次のように定義
する：

� ��� ��& ��� �

�
����� ��� ��� � ���

�� ��� ��� � ���
�%�

ここで，�� は樟脳酸粒による供給量，��は樟脳酸粒からの供給率である．我々は「樟
脳酸粒から樟脳酸膜への供給によって樟脳粒の大きさは変化しない」と仮定する．こ
れにより �� は定数とすることができる．
境界条件として次のような条件をかす：

�

��
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�

��
���� �� � ��

�

��
���� �� �

�

��
���� �� � �� �'�

リン酸イオンの初期濃度依存性を調べるために，次の初期条件を使う：�
���� �� � �� ���� �� � ������

����� � ��� ������ � ��
�(�

ここで ����� はリン酸イオンの初期濃度関数であり， �� は舟の位置を表す定数であ
る．実験条件において水溶液中でのリン酸イオンは初期状態で一様に攪拌されている
ことから，ここでは �����を定数関数とする．最後に，解が一意であるための条件と
して次を課す：

���� �� � ����� ��� �)�

数値計算を行う前に�����(�の無次元化を行う．次のような無次元化定数と変数を
導入する：������������������
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そして，� � �� ���� � 
� �� ��� *�� *�� �� �
�

�� ��� をそれぞれ �� �� ���� � 
� �� ��� �� ��

�と書き換えると，我々は次のような無次元化モデル方程式を得る：�������������
������������

������ �
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初期条件： �
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境界条件：
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ここで +��� と � ��� ��&!��はそれぞれ

+��� �
+�


 � "��
� +�� �
��

� ��� ��&!�� �

�

� ��� ��� � !��

�� ��� ��� � !��
�
�

となる．このとき次の無次元化定数を用いた：

!� �

�
��
��

��� " � 
��
�
�

�� を自由パラメータとし � 他のパラメータを次のように固定しての数値計算をおこ
なう：

� � ��
� � � 
��� !� � ��(� � � �������
�

�� � ���� �� � ���� �� � 
��� �� � 
���

# � �� " � ���� +� � 
��� +� � ����

ここで，樟脳酸膜の表面拡散は水溶液中のリン酸イオンの拡散と比較して非常に速い
ので，� は十分小さいと仮定した．我々は無次元化方程式系�
�� に基づいて数値計
算を実行するが，実験結果と数値計算結果の比較のために本文中では�� と �� の代
わりに �� をパラメータとして表示する．
モデル方程式系�
����
�の数値計算により次の結果が得られた：�� が小さいとき

��� � 
����樟脳酸舟は等速運動する �図 �����．�� を大きくすると ��� � %����� 舟の速
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図 �� リン酸濃度に依存した樟脳酸舟の中心点 �����の速度の時間変化．パラメータ
は���と同じ値� ��� 等速運動 ��� � 
���& ��� 周期振動運動 ��� � %����& �-� 周期間欠
運動 ��� � �������

度は周期的に振動する �図 �����．この結果から，�� を大きくすると樟脳酸舟の運動
は .��/ 分岐によって等速運動から周期振動運動に変化することを示唆している．さ
らに �� を大きくすると ��� � ������� 樟脳酸舟の運動は周期間欠運動となる �図 ��-��．
この結果から，周期間欠運動は等速運動から分岐した周期振動の一部であることが示
唆されている．さらに，この数値計算において，樟脳酸とリン酸の拡散係数の比が十
分大きくないと間欠現象は出現しないことがわかった．これらの数値計算結果を整理
することで，間欠現象が出現するには�水溶液中のリン酸濃度に加えて，樟脳酸膜と
リン酸の拡散係数の比が重要な要因であることがわかった 	'�．
また，樟脳酸円盤の間欠振動に関しても，間欠現象の数理的再現に成功した．

� フェナントロリン粒子運動の数理モデル
界面活性作用を持つフェナントロリン粒子を使った実験により，フェナントリン粒

子が２価の鉄イオン濃度に依存して，等速運動から間欠運動へ変化することが示され
た．この間欠運動は樟脳酸の間欠運動と同様に，鉄イオンとの化学反応によってフェ
ナントロリン膜が水面に展開されないことに起因していると考えられる．しかし，リ
ン酸濃度をさらに高くすると停止してしまう樟脳酸に対して，フェナントロリン粒
子は鉄イオン濃度をさらに高くすると再び等速的運動をすることが実験により示さ
れた．この実験結果を説明するために次のような仮説が立てられている：�
�「化学
反応によって生成されたフェロインが化学反応を阻害する」という反応阻害説；���
「鉄イオンが高濃度の等速運動はフェロインが駆動となっている」というフェロイン
駆動力仮説．このような仮説に基づいた数理モデルを構築し，等速運動→間欠運動→
等速運動という一連の変化が何に起因して起こるのかを数理的立場から明らかにし、
運動のメカニズムを数理の側面から提案することがこの章での目標である．そのため
に最初にフェナントロリン粒子運動の数理モデルを構築する．実験結果から，フェナ



ントロリン粒子 �粒子�の位置 �����，気水界面でのフェナントロリン膜濃度 ���� ��と
２価鉄イオン濃度 ���� ��，気水界面上でのフェロイン濃度$��� ��，溶液中でのフェロ
イン濃度 ���� ��を未知変数とし，
次元水路での粒子運動の数理モデルを考える．粒
子の運動方程式はこれまで研究してきた運動方程式を使って次のように与える �	
��：

������� �
�

��
���������� ���� � ������� �
%�

ここで �� �は正定数でそれぞれ面密度，粘性抵抗である．����は表面張力であり，フェ
ナントロリン膜濃度とフェロイン膜濃度の関数として次のように仮定する：

���� �
��


 � 
���� � 
�$��

� �� �
'�

ただし，�� � %
�は水の表面張力，��はフェナントロリン膜濃度とフェロイン膜濃
度に依存して変化する最小の水の表面張力� 
�� 
��&��&�は正定数である．次に，
�� �� $� �に対する数理モデルを与える．フェナントロリンと鉄イオンは気水界面の近
くだけで反応しているので，水溶液中の鉄イオン濃度の変化を無視して，次のような
界面近傍だけのモデル方程式を考える：�����������������
����������������
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ただし，��� ��� ��はそれぞれフェナントロリン膜，２価鉄イオン，フェロインの
拡散係数，��は昇華率，���$�はフェナントロリン膜と鉄イオンの反応率（フェロイ
ンによる反応阻害効果を導入）であり，�����はフェロインが溶液中に溶ける溶解率
（溶液中のフェロインによる飽和を考慮），�は水路長である．ここで � は粒子から
フェナントロリン膜が供給される項であり

� ��� ��& ��� �

�
����� ��� ��� � ���

�� ��� ��� � ���
�
)�

とおく．ただし，��� ��� ��は正定数であり，それぞれ溶解率，粒子密度，粒子半径で
ある．そして、鉄イオン濃度に依存した粒子運動を調べるために次のように初期条件
を与える： �

���� �� � �� ���� �� � ��� $��� �� � �� ���� �� � ��

����� � ��� ������ � ���
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我々は �
%�0�
,�を適当な境界条件下で数値計算をすることによって，��に依存して
粒子運動がどのように変化するかを調べる．�
%�0�
)�は樟脳酸運動の数理モデルを



拡張した形になっている．��が定数の場合はほぼ樟脳酸運動の方程式と同等になり，
��が大きくなれば間欠運動することが期待できる．しかしながら我々の期待に反し
て数理モデル�
%���
)�においては間欠運動は再現されなかった．たとえ ��を大きく
したとしても等速運動を行なうことが数値計算結果から示唆された．この結果から間
欠運動の機構すら樟脳酸と異なることがわかった．そこで間欠運動の要因として重要
なものが何であるかを調べるために，次のような一般化した間欠運動の数理モデルを
考える：����������������
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����に対して �� � 
����と固定して数値計算を行った．その結果，#� � 
� #� � �

の場合には間欠運動する現象が出現する �図 �����が，#� � �� #� � 
の場合には振
動運動すら起きないことがわかった �図 ������ さらに詳しく数値計算することによっ
て，反応次数によって .��/分岐を起こすことがわかった �図 �．この数値計算から
化学反応に起因する間欠運動には反応次数が重要な要因となることがわかった．従っ
て，「フェナントロリン－鉄イオン」反応系に現れる間欠運動のメカニズムは「樟脳
酸－リン酸」反応系に現れる間欠運動のメカニズムと異なっていると考えられる．現
在のところフェナントロリンと鉄イオンの化学反応系に対する数理モデル化の成功に
は至っておらず，今後の課題となっている．
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反応・拡散・移流方程式系に対するアトラクター

PDEs and Phenomena in Miyazaki: 2003/11/02

宇部工業高等専門学校・一般科 大崎浩一
〒 755-8555 宇部市常盤台 2-14-1, osaki@ube-k.ac.jp

1. 序．

1996年，三村と辻川 [1]によって提案された次の反応・拡散・移流方程式系（三村・辻
川方程式）を考える:

(CG)




∂u

∂t
= a∆u−∇{u∇χ(ρ)} + f(u)u, (x, t) ∈ Ω × (0,∞),

∂ρ

∂t
= b∆ρ− cρ+ du, (x, t) ∈ Ω × (0,∞),

∂u

∂n
=
∂ρ

∂n
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ρ(x, 0) = ρ0(x), x ∈ Ω.

ここで，Ω ⊂ �
2 は有界領域である．u(x, t), ρ(x, t)はそれぞれ，位置 x ∈ Ω，時刻 t ∈ [0,∞)

における大腸菌の密度，及び化学物質の濃度とする．係数 a, b はそれぞれ大腸菌の拡散
係数，化学物質の拡散係数である．c, d はそれぞれ化学物質の崩壊率，大腸菌による生成
率を表す．(CG)第 1式，右辺第 2項は走化性の項である．f(u)u は大腸菌 u の増殖を表
す項であり，その割合が f(u) であることを示す．

1991年，BudreneとBergは実験によって大腸菌 (E. coli)が複雑な時空間パターンを形
成することを観察した [2]．この様な走化性によるパターン形成のメカニズムを解明する
ため，数々の数学モデルが提案されており [3, 4, 5, 6]，三村・辻川方程式はそのうちの１
つである．
以下では次の仮定をする．領域 Ω ⊂ �

2 は C3 級の境界を持つ有界領域．a, b, c，及び
d は正定数．感応性関数 χ(·) は ρ ∈ [0,∞) 上で定義された実数値をとる滑らかな関数で，

(χ) sup
ρ≥0

∣∣∣∣diχ

dρi
(ρ)

∣∣∣∣ <∞, i = 1, 2, 3

を満たす．χ(ρ) の正規化された形としては ρ, log(ρ + 1), ρ
ρ+1
などがある（例えば [7]）．

生成率 f(·) は u ∈ [0,∞) 上定義された実数値をとる滑らかな関数で，
(f) 十分大きな u に対して

f(u) = −µu+ ν

を正定数 µ と定数 −∞ < ν <∞ について満たす．関数 f(u)の典型的な形は u が [0,∞)

におけるある区間にあるときには 2次関数 −f0(u − α)(u − β), 0 < α < β < ∞, f0 > 0,

と一致し，u が十分大きければ，1次関数 −µu+ ν となるような関数である．但し，µ >
0, −∞ < ν <∞ ([1, 8] を参照)．



三村・辻川方程式については，三村・辻川 [1]や辻川 [8]による特異摂動法と数値計算
を用いたパターン形成，及び定常解の存在性とその安定性に関する結果がある．しかしな
がら，三村・辻川方程式そのものに対する時間発展解の存在や解の挙動に関する結果は得
られていない．定常解の存在や安定性については，プラナー定常解の安定性に関する結
果 [8]がある．
本講演では，(CG)の適切性，及び解の挙動を考察したい．適切性については，半群法を

用いた時間局所解の構成と，アプリオリ評価による時間大域解の構成によって行う．解の
挙動については，指数アトラクター（Exponential attractor）を構成することにより，こ
れを行う．

H をHilbert空間とする．我々が半群法や無限次元力学系の理論を用いる際，(CG) を
H における常微分方程式とみなして話を進めるが，その方法には，次の 2通りが考えら
れる（もちろんそれ以外もあるだろう）．

準線形設定
dU

dt
+ A(U)U = F (U), U(0) = U0 in H

U =

(
u

ρ

)
, A(U) =

(
−a∆+ 1 ∇{uχ′(ρ)∇(·)}

0 −b∆+ c

)
， F (U) =

(
u

du

)
.

これは，A(U)U を高次の項， F (U) を低次の項とみなした場合，自然な設定である．と
ころが，H をうまく選ぶと，

半線形設定
dU

dt
+ AU = F (U), U(0) = U0 in H

U =

(
u

ρ

)
, A =

(
−a∆+ 1 0

0 −b∆+ c

)
， F (U) =

(
−∇{uχ′(ρ)∇(·)}

du

)

が使える．我々は，半線形方程式に対するTemam 等の指数アトラクター存在定理を適用
したいため，こちらを選択する．そして，もちろん半線形設定の方が準線形設定よりも扱
いが楽である（例えば，A(U) のリプシッツ条件を調べなくてよい）．

2. 指数アトラクターの定義と存在定理．

可分Hilbert空間 H における次の半線形発展方程式を考える．

(E)




dU

dt
+ AU = F (U), 0 < t <∞,

U(0) = U0.

ここで，A は H において正定値自己共役であり，逆作用素 A−1 が H 上コンパクトであ
るような線形作用素．F (U) は D(A) から H への非線形作用素，U0 は初期値で，集合 K

に属する．K は初期値の集合で，H における連結部分集合とする．U = U(t) は未知関
数を表す．



我々は (E)が K において適切，すなわち，各 U0 ∈ K に対して一意時間大域解

U ∈ C([0,∞);K) ∩ C1((0,∞);H) ∩ C((0,∞);D(A))

が存在し，初期関数に対して連続である (もし K で U0,n → U0 ならば，各 t ∈ (0,∞) を
固定するごとに U0,n に対する解 Un(t) が K において U(t) に収束するという意味で)と
仮定する．このことによって K 上の連続作用素 {S(t)}t≥0 が定義される．特に，S(t) は
t > 0 に対して K から D(A) ∩K への作用素である．
{S(t)}t≥0 に対するコンパクト吸収集合 B ⊂ D(A)∩K の存在も仮定する．Kにおける

コンパクト吸収集合とは (それを B とすると)H においてコンパクトであり，任意の有界
集合 (B ⊂ K)を有限時間 (t0: B に依存してもよい)で含んでしまう (

⋃
t≥t0

S(t)B ⊂ B)

集合である．この集合の存在を仮定したとき，解の振る舞いを知る上で重要となる 2つの
集合の存在が保証される．１つは，解が最終的に収束する場所であるグローバルアトラ
クターである．実際，定理 [9, Chapter I, Theorem 1.1]により A = ω(B) がグローバル
アトラクターとなる．もう１つはコンパクト吸収正不変集合である．これは B を用いて，
例えば，

X =
⋃
t≥t1

S(t)B

と定義すれば得られる．但し，t1 は
⋃

t≥t1
S(t)B ⊂ B を満たすある数．いま X は正不変

かつ吸収集合であるから，時間が十分経過すれば，力学系 ({S(t)}t≥0, K) はその部分力学
系 ({S(t)}t≥0,X ) に帰着されることが分かる．
指数アトラクターは，力学系 ({S(t)}t≥0,X ) に対して以下のように定義される [10]．

定義 2.1. M が力学系 ({S(t)}t≥0,X ) に対する指数アトラクターであるとは次の性質
(i)–(iv)を持つときにいう :

(i) A ⊂ M ⊂ X．
(ii) M は H においてコンパクトであり，S(t) に対して正不変．
(iii) M は有限のフラクタル次元 dF (M) を持つ．
(iv) h(S(t)X ,M) ≤ c0 exp(−c1t), t ≥ 0 を満たす．
ここで，c0, c1 は正定数，h(B0, B1) = sup

U∈B0
inf

V ∈B1
‖U − V ‖H．

これらの前提の下，次の指数アトラクター存在定理 [10, Theorem 3.1]が示される．

定理 2.2. 非線形作用素 F (U) は Lipschitz条件

(F) ‖F (U) − F (V )‖H ≤ C‖A 1
2 (U − V )‖H , U, V ∈ X

を満たし，写像 G(t, U0) = S(t)U0 : [0, T ] × X → X は Lipschitz条件，任意の固定した
T > 0 に対し，

(G) ‖G(t, U0) −G(s, V0)‖H ≤ CT{ |t− s| + ‖U0 − V0‖H}, t, s ∈ [0, T ], U0, V0 ∈ X

を満たすとする．このとき，({S(t)}t≥0,X ) に対する指数アトラクターM が存在する．



証明は，次のスクィージング性と呼ばれる条件を示すことによる: ある δ ∈ (0, 1
4
)，及

び有限ランク N を持つ直交射影 P が存在し，各々の組 U, V ∈ X に対して

‖S∗U − S∗V ‖H ≤ δ‖U − V ‖H

もしくは
‖(I − P )(S∗U − S∗V )‖H ≤ ‖P (S∗U − S∗V )‖H

が成り立つ．但し，S∗ = S(t∗)，t∗ は十分大きな数．
実際，条件 (G)によって ({S(t)}t≥0,X ) に対する指数アトラクター存在の問題は離散力

学系 (S∗,X ) に対する指数アトラクターM∗ の存在のそれへと帰着され (離散力学系に対
する指数アトラクターも上と同様に定義される)，このM∗ の存在は条件 (F)によって示
される [10, Proposition 3.1]．また，M∗ についてそのフラクタル次元が

dF (M∗) ≤ N max

{
1,

log(2L
δ

+ 1)

log 1
4δ

}

で評価できるため (但し，Lは写像 S∗ : X → X のLipschitz定数)，Mの次元は dF (M) ≤
dF (M∗) + 1 によって上から評価される．

Inertial manifold について． 指数アトラクターは，Inertial set とも呼ばれる．指数ア
トラクターに多様体の構造があれば，これを Inertial mamifold（慣性多様体）と呼ぶ（実
は，歴史的にはこちらの方が早く登場した概念）．指数アトラクターの存在定理があるよ
うに，Inertial manifold についてもその存在定理が得られている [9, Chapter VIII]．定理
の仮定には，上で紹介した条件と重複するものも多いのだが，1点，スペクトルギャップ
条件と呼ばれる大きく違うものがある．具体的に述べれば，例えば，方程式 (E)を考える
場合，スペクトルギャップ条件は作用素 A に対する固有値 λn のギャップに対する条件と
なる：ある γ, 0 ≤ γ ≤ 1/2 に対して，次の条件が成り立つ：

λn+1 − λn > M(λγ
n + λγ

n+1),

ただし，M は吸収集合の半径などから決まる定数（詳しくは [9, pp. 508]）．
半線形設定の (CG)を考えるとき，λn はラプラシアンの固有値となるから，領域を，仮

に簡単に矩形領域にすれば，固有値の増大オーダーは n2．よって，条件を満たす γ のしき
い値が 1/2であることが分かる（幸運な場合，例えば，走化性の強さを表すパラメータが
小さくて力学系が単純になり，結果Mが小となる場合など，を除いては，γ = 1/2は無理
である）．一方，非線形作用素に対しては，次の条件が課される：ある α ∈ � に対して，F
は D(Aα) の有界集合から D(Aα−γ) へのリプシッツ連続な写像で，全ての U, V ∈ D(Aα),

‖AαU‖H ≤ R, ‖AαU‖H ≤ R, に対して，次の条件を満たす :

‖Aα−γ{F (U) − F (V )}‖H ≤ CR‖Aα(U − V )‖H .

上で述べたように，いま γ < 1/2 が必要である．このことは左辺と右辺の A のべきの差
が 1/2 未満しか取れないことを意味する．しかし，半線形設定では，走化性の項を F に



まわしているため，本研究の H = L2(Ω)×H1(Ω) などといった基礎空間の取り方をする
限りは，α = γ = 1/2 とせざるを得ず [11]，よって，この定理を適用するのは難しいよう
である．他方，指数アトラクター存在定理の方は，A をラプラシアン（を対角に設定），
F にギリギリのオーダーがきても，基礎空間をうまく取れば，Inertial manifold のような
集合が（多様体構造を除いては）構成できるわけで，この点において，Inertial manifold

に対する定理よりも適用範囲が広いといえる．

3. 時間大域解の構成．

時間局所解は半群法 [12]（またはガレルキン法 [11]）によって構成される．その解の延
長は，いくつかのアプリオリ評価によって行える．このアプリオリ評価により時間大域解
が構成されるだけでなく，解の一様評価も示される．

命題 3.1. 0 ≤ u0 ∈ H2
N(Ω)，0 ≤ ρ0 ∈ H3

N(Ω) とする．u, ρ を [0, Tu,ρ) 上で定義された
(CG)に対する任意の時間局所解

0 ≤ u ∈ H1(0, Tu,ρ; H
1(Ω)) ∩ C([0, Tu,ρ); H

2
N(Ω)) ∩ L2(0, Tu,ρ; H

3
N(Ω)),(3.1)

0 ≤ ρ ∈ H1(0, Tu,ρ; H
2
N(Ω)) ∩ C([0, Tu,ρ); H

3
N(Ω)) ∩ L2(0, Tu,ρ; D(A2

2))(3.2)

であるとする．そのとき，u, ρには依存しないある連続増加関数 p(·) が存在し，

‖u(t)‖H2 + ‖ρ(t)‖H3 ≤ p(‖u0‖H2 + ‖ρ0‖H3), 0 ≤ t < Tu,ρ.

証明の概略． (CG)第１式を Ω で積分することにより，

d

dt

∫
Ω

u dx =

∫
Ω

f(u)u dx.

(f)によって，ある２つの定数 f0, f1 > 0 が存在して

(3.3) f(u)u ≤ f0u− f1u
2, u ≥ 0.

故に，
d

dt

∫
Ω

u dx ≤
∫

Ω

(f0u− f1u
2)dx ≤

∫
Ω

(−u + (f0+1)2

4f1
)dx.

この微分不等式を解けば，∫
Ω

u dx ≤ e−t‖u0‖L1 + (f0+1)2

4f1
|Ω|(1 − e−t).

いま u ≥ 0 であるから，

(3.4) ‖u(t)‖L1 ≤ C[e−t‖u0‖L1 + 1], 0 ≤ t < Tu,ρ.

このようにして，次々と高次のアプリオリ評価を行っていく．その結果，時間大域解の
存在が得られる．



定理 3.2. 0 ≤ u0 ∈ L2(Ω)，0 ≤ ρ0 ∈ H1+ε0(Ω) とする (0 < ε0 < 1/2 は固定)．そのとき，
(CG)の時間大域解

0 ≤ u ∈ C([0,∞); L2(Ω)) ∩ C1((0,∞); L2(Ω)) ∩ C((0,∞); H2
N(Ω)),

0 ≤ ρ ∈ C([0,∞); H1+ε0(Ω)) ∩ C1((0,∞); H1(Ω)) ∩ C((0,∞); H3
N(Ω))

が存在する．

4. 指数アトラクターの構成．

H = L2(Ω) ×H1(Ω)とする．集合 K を

K =

{(
u0

ρ0

)
∈ L2(Ω) ×H1+ε0(Ω); u0 ≥ 0, ρ0 ≥ 0

}

と定義し，U0 =

(
u0

ρ0

)
∈ K とする．このとき，初期関数 U0 ∈ K に解 U(t) を対応させ

るような連続な半群 {S(t)}t≥0 が定められ，S(t) は K から K ∩ (H2
N(Ω) ×H3

N(Ω)) への
写像となる．命題 3.1により次の命題が示される．

命題 4.1. ある定数 C が存在して次が成立する．各々の有界な球

Br =

{(
u0

ρ0

)
∈ K; ‖u0‖L2 + ‖ρ0‖H1+ε0 ≤ r

}

に対し，ある時刻 tr（Br に依存してもよい）が存在して，

sup
t≥tr

sup
U0∈Br

‖S(t)U0‖H2×H3 ≤ C.

この命題は，有界集合

B =

{(
u

ρ

)
∈ H2(Ω) ×H3(Ω); ‖u‖H2 + ‖ρ‖H3 ≤ C

}
∩K

が ({S(t)}t≥0, K)に対するコンパクト吸収集合であることを意味する，但し C は命題 4.1

のものとする．これにより，コンパクト連結なグローバルアトラクター A ⊂ K が存在す
る．また，X =

⋃
t≥tB S(t)B, 但し tB は S(t)B ⊂ B, t ≥ tB となる時刻，とおけば，X は

K におけるコンパクト集合であり，A ⊂ X ⊂ B を満たし，{S(t)}t≥0 に対して吸収かつ
正不変である．

この設定のもと，定理 2.2 によって次の定理が得られる．

定理 4.2. 力学系 ({S(t)}t≥0,X ) に対する指数アトラクターM ⊂ K が存在する．



5. 今後の展開．

三村・辻川方程式への上で紹介したテクニックは，他の反応・拡散・移流方程式系に対し
ても有効であろう．実際，(CG)より強い非線形性を有する次のナノスケール表面化学反応
方程式については，同様のテクニックにより指数アトラクターが構成されている [13, 14]．




∂u

∂t
= a∆u+ du(u+ v − 1)(1 − u),

∂v

∂t
= b∆v − c∇{v(1 − v)∇χ(u)} − fe−αχ(u)v − gv + h(1 − v).

ここで，u ∈ [0, 1] はオーダーパラメータ，v ∈ [0, 1] は CO分子の白金 Pt(110)表面上に
おける被覆率．関数 χ(v) の典型例としては，χ(u) = 1

2
u2 − 1

3
u3 が挙げられる．

また，(CG)より大規模な方程式系への発展も考えられる．これについては，現在，3因
子よりなる社会性昆虫の巣の建設過程に対するモデル方程式への適用を考えている [15]．
他方，無限次元力学系に関する発展の方向としては，非自励方程式


dU

dt
+ AU = F (t, U), 0 < t <∞,

U(0) = U0

に対する指数アトラクター構成の問題などがある．具体的には，(CG)を非自励にした方
程式，例えば簡単に f(u) を f(t, u) にした方程式が考えられるが，こういった摂動が加
わっても，指数アトラクターは構成できる [16]．
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