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はじめに

昨年度に引き続き南国宮崎で研究集会を開催いたしました。本冊子はその証です。講演者の方々

には、事前にメールにて以下のことをお願いしていました。

『理論、応用、実験の各分野で活躍されている方々に講演をお願いしております。講

演者や聴衆の専門は多様でありますから、異分野交流による刺激とひらめきを楽しむ

ことを趣旨に、気楽に意見交換できる場にしたいと思っております。動機、面白い所、

展望などをざっくばらんにお話しいただければ幸いです。昨年度の参加者はのべ ��人

ほどでした。』

誠に僭越なお願いではございましたが、講演者の方々は、予想に違わず刺激ある講演、あるいは

専門の深い部分を触りつつ、表や図、もしくは典型例を多用して直観的にわかりやすい講演をな

さってくださいました。この場を借りて、謝意を表します。

さて、講演後も「報告集を作りたいので、日本語でわかりやすい講演録を書いて下さい」との

こちらの依頼に �実際はもう少し注文を出しましたが� 皆様気持ちよく応えてくださり、本研究

集会の �証�を発刊することができました。講演者の方々には重ねて御礼を申し上げます。

尚、本報告集の ���ファイルは、
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より入手できます。カラー図版等の閲覧にご利用くたさい。また、昨年度の研究集会�������の

報告集も上記 !"サイトから辿ることができますので、合わせてご参照いただけると幸いです。

本研究集会は、いくつかの科学研究費補助金の援助を受けました。補助金番号の一覧は次々ペー

ジのプログラムの最後に掲載してあります。最後に、研究集会開催にあたり、ご協力くださった

関係者の方々全てに感謝の意を表したいと思います。

���#年 #月 世話人一同



目 次

�� 満島 正浩（東京大学大学院・数理科学研究科）

反応拡散方程式系に現れる時間周期解 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

�� 丸野 健一（九州大学大学院・数理学研究院）

いろいろな物理系における非線形局在モードについて � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����

�� 和田 健志（熊本大学・工学部）

��	�
 ��
���	 �
� 
�� �������������
������ ���
�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���� 

�� 笠井 博則（福島大学・教育学部）

実演!! 金平糖の実験とその生成過程のモデリングに向けて � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"��"

#� 大江 貴司（岡山理科大学・総合情報学部）・大中 幸三郎（大阪大学・工学部）

�������方程式の$�%���問題に対する代用電荷法の適用と数値積分への応用

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����#�

�� 平岡 裕章（大阪大学大学院・基礎工学研究科）

無限次元力学系における位相計算理論 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#���"

&� 谷内 靖（信州大学・理学部）

'� 
�� �
�(�����
� 
� 
�� )
%������* �*%�
�
�� ��
� �
���������� ���
��� ��
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����+

 � 菱田 俊明（新潟大学・工学部）

�
� ��
�	�
�� �
� 
�� �

,�� �*%�
�
�� ��
%�� � �

�
��� �
�� � � � � � � � � � � � � � � � &"� +

+� 小池 茂昭（埼玉大学・理学部）

ペロンの方法 ���(���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � +"�+&

�"� 高坂 良史（室蘭工業大学・工学部）

表面拡散流方程式による３相境界運動の定常解の線形安定性について � � � � � � + ��" 

��� 井古田 亮（九州大学大学院・数理学研究院）

不変領域を持つ反応拡散系における擾乱の伝播速度の有界性について � � � � � ��"����

��� 梶木屋 龍治（長崎総合科学大学・工学部）

��		�
��� 	
%�
��� ���� ��		� ��� �%������� �����
�� �*%�
�
�� � � � � � � � � ��� ����



研究集会 「偏微分方程式と現象：

���� ��� ����	
��� �� ��
����� ���� �略称：��������」

日時： ����年 ��月 ��日（金）～ ��月 ��日（日）

会場： 宮崎大学工学部総合研究棟２階プレゼンテーション室 ������

案内： �		
���


�
�������������������
���	����������

��

�������	��

プログラム

��月 ��日（金）

午後の部
����������� 満島 正浩（東京大学大学院・数理科学研究科）

「反応拡散方程式系に現れる時間周期解」

����������� 丸野 健一（九州大学大学院・数理学研究院）

「いろいろな物理系における非線形局在モードについて」

������� ��� 和田 健志（熊本大学・工学部）

「!���	 
"#$��� %#" 	�� &�'
����(��")#*�+��" ���	��」

��月 ��日（土）

午前の部
����������� 笠井 博則（福島大学・教育学部）

「実演,, 金平糖の実験とその生成過程のモデリングに向けて」

����������� 大江 貴司（岡山理科大学・総合情報学部）・大中 幸三郎（大阪大学・工学部）

「!�
����方程式の-�����問題に対する代用電荷法の適用と数値積分への応用」



午後の部
����������� 平岡 裕章（大阪大学大学院・基礎工学研究科）

「無限次元力学系における位相計算理論」

����������� 谷内 靖（信州大学・理学部）

「.+ 	�� �#�/�$���	� #% 	�� 0#����+��1 �1��	�#+� 
�	� +#+�*�����+� �+�	��� *�	�」

����������� 菱田 俊明（新潟大学・工学部）

「�� ��	���	�� %#" 	�� (	#��� �1��	�#+� �"#�+* � "#	�	�+� $#*�」

������� ��� 小池 茂昭（埼玉大学・理学部）

「ペロンの方法 2"�/���	�*2」

��月 ��日（日）

午前の部
����������� 高坂 良史（室蘭工業大学・工学部）

「表面拡散流方程式による３相境界運動の定常解の線形安定性について」

����������� 井古田 亮（九州大学大学院・数理学研究院）

「不変領域を持つ反応拡散系における擾乱の伝播速度の有界性について」

����������� 梶木屋 龍治（長崎総合科学大学・工学部）

「(����	"�� �#�+	��+ 
��� ����� �+* ��$��+��" ����
	�� �1��	�#+�」

本研究集会は、以下の科学研究費補助金（基盤 ����：辻川、仙葉、壁谷／若手 �：北、矢崎）
課題番号 研究代表者 課題名

�������	 辻川 亨 移流項を含む反応拡散方程式による集合パターンの漸近解析
������
� 仙葉 隆 単純化された走化性方程式系の爆発解の挙動と爆発点に関する研究
�������� 壁谷喜継 非線形楕円型微分方程式における大域的分岐・不完全分岐の解明
��
���
� 北 直泰 非線形シュレーディンガー方程式の初期値問題における解の漸近挙動
��
���

 矢崎成俊 界面運動、結晶成長モデル、及び自由境界問題の数理解析
の援助を受けています。

世話人： 辻川 亨、仙葉 隆、壁谷喜継、北 直泰、矢崎成俊（宮崎大学）
連絡先： 辻川 亨 ������ ����������

〒 		������ 宮崎市学園木花台西 ��� 宮崎大学工学部材料物理工学科
������：����������� ��!�"����� �� �#

��$：��	���	�

	�／ ��	���	�
�		（事務室）% &'(：��	���	�
�	�



反応拡散方程式系に現れる時間周期解

満島 正浩

東京大学大学院数理科学研究科

本稿では次の反応拡散方程式系

(E)





ετut = ε2uxx + (1− u2)(u− f(v)), t > 0, −1 < x < 1,
vt = Dvxx + u− γv, t > 0, −1 < x < 1,
ux = vx = 0, t > 0, x = ±1

を考える.ここで ε, τ, D, γ は正のパラメータ, f は次を満たす滑らかな関数である.

(A1) f ′(v) > 0, f(−v) = −f(v)

(E)についてはこれまで,拡散係数 εを微小パラメータとすることにより,遷移層と呼ばれる内部に急激な傾き

を持つ定常解の存在が知られていた [4].これらの定常解の安定性については, SLEP法を用いてスペクトルを

計算することにより τ = ε−1 のときには線形安定であることがわかっている [5, 6]. また, τ を分岐パラメータ

と見ることにより,虚軸を横断的に横切る不安定化固有値の存在も知られている [7].このことから,これらの定

常解からの時間周期解の分岐 (Hopf分岐)が予想され,実際に数値シミュレーションでも確認されている.この

ような振動解は breatherと呼ばれている.

本稿では特に 1つの内部遷移層を持つ定常解に着目し, ε → 0の特異極限方程式を考える.そして分岐方程

式を詳しく計算することにより Hopf分岐解の存在を証明する.

1 特異極限方程式の導出

(E)の 1-遷移層定常解を (uε, vε), 遷移層の位置を φε とおく.ここでは接合漸近展開法を用いて特異極限方

程式を導出する.

はじめに,遷移層の外側で (uε, vε)は

uε(t, x) = u0(t, x) + εu1(t, x) + ε2u2(t, x) + · · ·
vε(t, x) = v0(t, x) + εv1(t, x) + ε2v2(t, x) + · · ·

と展開されているとする (外部展開).また, φε も

φε(t) = φ0(t) + εφ1(t) + ε2φ2(t) + · · ·

と展開されているとする.これらを (E)に代入し, ε0 の係数を比較すると次を得る.

(1− u0
2)(u0 − f(v0)) = 0,

v0t = Dv0xx + u0 − γv0

第 1式において

u0(t, x) =
{ −1, t > 0, −1 < x < φ0,

1, t > 0, φ0 < x < 1

6



を採用すると,第 2式は次のようになる.




v−0 t = Dv−0 xx − 1− γv−0 , t > 0, −1 < x < φ0,

v+
0 t = Dv+

0 xx + 1− γv+
0 , t > 0, φ0 < x < 1,

v−0 x(t,−1) = v+
0 x(t, 1) = 0, t > 0.

次に,遷移層の付近で (uε, vε)は

uε(t, x) = U0(t, y) + εU1(t, y) + ε2U2(t, y) + · · ·
vε(t, x) = V0(t, y) + εV1(t, y) + ε2V2(t, y) + · · ·

と展開されているとする (内部展開).ここで y = (x− φε)/εである.これらは外部展開の各項と連続的につな

がるために次の条件を満たす (接合条件).

Uk(t,±∞) = uk(t, φk ± 0)
Vk(t,±∞) = vk(t, φk ± 0)

これらを (E)に代入,係数比較すると次を得る.

U0yy + τ φ̇0U0y + (1− U0
2)(U0 − f(V0)) = 0,

V0yy = 0

第 2式および適合条件より
V0(t, y) = v−0 (t, φ0) = v+

0 (t, φ0)

となる.また第 1式において,方程式
{

ψ′′ + cψ′ + (1− ψ2)(ψ − c/
√

2) = 0, y ∈ R,
ψ(±∞) = ±1

が一意解 ψ(y) = tanh((y − θ)/
√

2) (θ は任意の定数)を持つことより

U0(t, y) = tanh((y − θ)/
√

2),

τ φ̇0 =
√

2f(V0)

となる.

以上より,特異極限方程式




φ̇ =
√

2f(v−(t, φ))
τ

, t > 0,

v−t = Dv−xx − 1− γv−, t > 0, −1 < x < φ,

v+
t = Dv+

xx + 1− γv+, t > 0, φ < x < 1,

v−x(t,−1) = v+
x(t, 1) = 0, t > 0,

v−(t, φ) = v+(t, φ), t > 0

を得る.ここで φ0, v0 の添字は省略した.ここで第 2式を y = (x−φ)/(φ + 1),第 3式を y = (x−φ)/(1−φ)

と変数変換することにより、方程式は次のようになる.

(SE0)





φ̇ =
√

2f(v−(t, 0))
τ

, t > 0,

v−t =
√

2f(v−(t, 0))(y + 1)v−y

τ(φ + 1)
+

Dv−yy

(φ + 1)2
− 1− γv−, t > 0, −1 < y < 0,

v+
t =

√
2f(v−(t, 0))(y − 1)v+

y

τ(φ− 1)
+

Dv+
yy

(φ− 1)2
+ 1− γv+, t > 0, 0 < y < 1,

v−y(t,−1) = v+
y(t, 1) = 0, t > 0,

v−(t, 0) = v+(t, 0), t > 0.

7



2 固有値問題

(SE0)を次の発展方程式として考える.

(SE)
dΘ
dt

= F(τ, Θ), Θ ∈ X

ここで X = C×H2
N (−1, 1) (H2

N (−1, 1)は H2(−1, 1)での {cosnπy}∞n=0 の閉包),

F(τ, Θ) =




√
2f(v(0))

τ√
2f(v(0))(y − χ)v′

τ(φ− χ)
+

Dv′′

(φ− χ)2
+ χ− γv


 , Θ =

(
φ
v

)
∈ X,

χ = χ(y) =
{ −1, −1 < y < 0,

1, 0 < y < 1

である. (SE)は任意の τ > 0に対して定常解 Θ0 = (0, V )を持つ. ここで

V = V (y) =
χ(y)

γ

(
1− cosh

√
γ/D(y − χ(y))

cosh
√

γ/D

)

である.

補題 1 次を仮定する.

(A2) D = O(γ) (γ → 0)

このとき,十分小さな γ > 0に対して τ0 > 0, ω0 > 0および Φ0 ∈ X が存在して次を満たす.

FΘ(τ0, Θ0)Φ0 = iω0Φ0

さらに虚軸上には ±iω0 の他に固有値は存在しない.

証明.

FΘ(τ, Θ0)Φ =




√
2f ′(0)w(0)

τ√
2f ′(0)w(0)(1− χy)V ′

τ
+ 2DηχV ′′ + Dw′′ − γw


 , Φ =

(
η
w

)
∈ X

である.固有値問題 FΘ(τ, Θ0)Φ = λΦは

(1)

√
2f ′(0)w(0)

τ
= λη,

√
2f ′(0)w(0)(1− χy)V ′

τ
+ 2DηχV ′′ + Dw′′ − γw = λw

となる.この式を整理すると次のようになる.

(2) H(τ, λ) := λ−
√

2f ′(0)
τ

(λ〈δ,Kλ(1− χy)V ′〉+ 2D〈δ,KλχV ′′〉) = 0

8



ここで 〈δ, ·〉は原点に台を持つデルタ関数, Kλ は Tλ = −Dd2/dx2 + γ + λの逆写像, つまり

Kλ =
∞∑

n=0

(φn, ·)
Dn2π2 + γ + λ

φn,

φn = φn(y) =
{

1/
√

2, n = 0,
cos nπy, n ≥ 1

である.また (A1)より f ′(0) > 0である. (2)を λ = λR + iλI と実数値表示すると次の方程式になる.

(3)

λR −
√

2f ′(0)
γτ

∞∑
n=0

An(λR(Dn2π2 + γ + λR) + λ2
I)− γBn(Dn2π2 + γ + λR)

(Dn2π2 + γ + λR)2 + λ2
I

= 0,

λI

(
1−

√
2f ′(0)
γτ

∞∑
n=0

An(Dn2π2 + γ) + γBn

(Dn2π2 + γ + λR)2 + λ2
I

)
= 0

ここで

An = γ(φn, (1− χy)V ′)φn(0)

=





1−
√

D

γ
tanh

√
γ

D
, n = 0,

2
(√

γ

D
n2π2 tanh

√
γ

D
+

γ

D
n2π2

+
γ2

D2

(
1−

√
D

γ
tanh

√
γ

D

))/(
n2π2 +

γ

D

)2

,

n ≥ 1

Bn = −2D(φn, χV ′′)φn(0)

=





2
√

D

γ
tanh

√
γ

D
, n = 0,

4
(√

γ

D
tanh

√
γ

D

)/ (
n2π2 +

γ

D

)
, n ≥ 1

である. An, Bn は共に正で, γ → 0のとき共に正の極限値 A∗n, B∗
n を持つ.

(3)において λR = 0, λI > 0なる解を考える.このとき

(4)

−
√

2f ′(0)
γτ

∞∑
n=0

Anλ2
I − γBn(Dn2π2 + γ)

(Dn2π2 + γ)2 + λ2
I

= 0,

λI

(
1−

√
2f ′(0)
γτ

∞∑
n=0

An(Dn2π2 + γ) + γBn

(Dn2π2 + γ)2 + λ2
I

)
= 0

である.まず, (4)第 1式を解くために次のように関数 pを定義する.

p(γ, ξ) =
∞∑

n=0

Anξ2 −Bn

(
D
γ n2π2 + 1

)

(
D
γ n2π2 + 1

)2

+ ξ2

D/γ → κ > 0 (γ → 0)とすると

p(0, ξ) =
∞∑

n=0

A∗nξ2 −B∗
n(κn2π2 + 1)

(κn2π2 + 1)2 + ξ2

9



である.方程式 p(0, ξ) = 0はただ 1つの正値解 ξ = ξ∗ を持ち,さらに

∂p

∂ξ
(0, ξ∗) = 2ξ∗

∞∑
n=0

(A∗n(κn2π2 + 1) + B∗
n)(κn2π2 + 1)

((κn2π2 + 1)2 + ξ∗2)2
> 0

となる.従って陰関数定理より十分小さな γ > 0に対して関数 ξ = ξ0(γ)が存在して p(γ, ξ0(γ)) = 0を満た

す.このとき λI = ω0 = γξ0(γ)は (4)第 1式を満たす.また,

τ0 =
√

2f ′(0)
γ

∞∑
n=0

An(Dn2π2 + γ) + γBn

(Dn2π2 + γ)2 + ω0
2

,

Φ0 =

(
1

iω0Kiω0(1− χy)V ′ + 2DKiω0χV ′′

)

とおくと, (1), (4)よりこれらは固有値問題 FΘ(τ0,Θ0)Φ0 = iω0Φ0 を満たす.証明終.

注意. 容易にわかるように, 固有値 −iω0 に対応する固有ベクトルは Φ1 = Φ0 である.また, L = FΘ(τ0, Θ0)

の共役作用素 L∗ も Lと等しい固有値を持ち, −iω0, iω0 に対応する固有ベクトルはそれぞれ

Φ∗0 =

(
2D〈δ,K−iω0χV ′′〉

−iω0K
∗
iω0

δ

)

および Φ∗1 = Φ∗0 と計算される. (ここでK∗
λ はKλ の共役作用素である.)

また, ∂H/∂λ(τ0, iω0) 6= 0となるので (τ, λ) = (τ0, iω0)の近傍で (2)の一意解 λ = λ0(τ)が定義され,さら

に (3)より

(5)
dReλ0

dτ
(τ0) < 0

が示される. (証明は略す.)

3 分岐方程式

時間周期解を考えるため, 次の関数空間を導入する.

X2π = H1(R/2πZ , X)

〈〈Ψ∗, Ψ〉〉 =
∫ 2π

0

〈Ψ∗(t) ,Ψ(t)〉X dt (Ψ∗ ∈ X∗
2π ,Ψ ∈ X2π)

(SE)を s = ω0(1 + ν)tと変数変換すると,

G(τ, ν, Θ) := ω0(1 + ν)
dΘ
ds

−F(τ, Θ)

として,問題は G(τ, ν, Θ) = 0の解を {(τ, ν, Θ) ∈ R× R×X2π | τ > 0, Θ = Θ}の中で考えることになる.こ

こで Θ = Θ0 は任意の τ > 0, ν ∈ Rに対して G = 0の解である.

J := GΘ(τ0, 0, Θ0) = ω0
d

ds
− L

10



とおくと,補題 1より
KerJ = span{Ψ0, Ψ1}
KerJ ∗ = span{Ψ∗0, Ψ∗1}

(
Ψ0 = eisΦ0,Ψ1 = e−isΦ1 = Ψ0

Ψ∗0 = eisΦ∗0,Ψ
∗
1 = e−isΦ∗1 = Ψ∗0

)

が成り立つ.ここで X2π, Y2π をそれぞれ次のように分解する.

X2π = KerJ ⊕ U
Y2π = RanJ ⊕ V

J は U から RanJ への同型写像であり, また任意の Z ∈ Y2π に対して

JΞ = Z (Ξ ∈ X2π)

の可解性の必要十分条件は
〈〈Ψ∗i , Z〉〉 = 0, i = 0, 1

である.このことから次の分岐方程式が得られる.

Πi(τ, ν, z, z) := 〈〈Ψ∗i ,G(τ, ν, Θ0 + zΨ0 + zΨ0 + Ξ0(τ, ν, z, z))〉〉 = 0,
i = 0, 1

ここで Ξ0(τ, ν, z, z)は
QG(τ, ν, Θ0 + zΨ0 + zΨ0 + Ξ) = 0

の一意解である. (Qは Y2π から RanJ への射影作用素)

定理 1 (A2)を仮定する.さらに f ′′′(0) 6= 0とする.このとき十分小さな γ > 0に対して (τ, ν, Θ) = (τ0, 0, Θ0)

より分岐解が存在する.さらに f ′′′(0) > 0ならばこの分岐は super-critical, f ′′′(0) < 0ならば sub-criticalで

ある.

証明.まず次のことが容易にわかる.
Ξ1 = Ξ0,

Π1 = Π0.

特に第 2式より Π0 = 0の解だけ調べれば十分である. Π0 =
∑

Πkjlm(τ − τ0)kνjzlzm と展開すると, 係数に

ついて次が成り立つ.

Πkjlm = 0 (k + j + l + m = 1),

Πkjlm = 0 (l 6= m + 1),
Π0110 = iω0,

Π1010 = −〈Φ∗0,FτΘΦ0〉X − 〈Φ∗0,FΘΘ[Φ0,L−1Fτ ]〉X ,

Π0021 = 〈Φ∗0,FΘΘ[Φ0,L−1FΘΘ[Φ0, Φ0]]〉X
− 1

2
〈Φ∗0,FΘΘ[Φ0, (2iω0 − L)−1FΘΘ[Φ0, Φ0]]〉X

− 1
2
〈Φ∗0,FΘΘΘ[Φ0,Φ0,Φ0]〉X .

11



ここで Fτ ,FτΘ 等は (τ0, Θ0)での値である.これにより分岐方程式は次のようになる.

Π0(τ, ν, z, z) = z(Π0110ν + Π1010(τ − τ0) + Π0021|z|2 + · · · ) = 0

定常解 Θ0 に対応する解が z = 0である.一方 ReΠ1010 6= 0 ならば,非定常解は

τ − τ0 = −ReΠ0021

ReΠ1010
|z|2 + O(|z|4)

ν = −ReΠ1010ImΠ0021 + ImΠ1010ReΠ0021

ω0ReΠ1010
|z|2 + O(|z|4)

と表される.これにより ReΠ0021/ReΠ1010 < 0 (> 0)ならば τ = τ0 より super-(sub-)criticalな分岐解が存

在する.分岐方程式の各係数を計算すると次のようになる.

Π1010 = −〈Φ∗0,FτΘΦ0〉X

= −
√

2f ′(0)ω0
2

γ2τ0
2

∞∑
n=0

An(Dn2π2 + γ) + γBn

(Dn2π2 + γ)2 + ω0
2

< 0

また, (A1)の f の対称性より L−1FΘΘ, (2iω0 − L)−1FΘΘ はともに 0となるので

Π0021 = − 1
2
〈Φ∗0,FΘΘΘ[Φ0, Φ0, Φ0]〉X

=
f ′′′(0)
f ′(0)

· α

γ2
+ o(γ−2)

となる.ここで α > 0は γ によらない定数である.よって f ′′′(0) > 0 (< 0) ならば十分小さな γ > 0に対して

Π0021 > 0 (< 0)となる.証明終.

4 考察

[7]によると, (E)において 1-遷移層定常解におけるスペクトルは, {λ ∈ C|Reλ ≥ 0} において虚軸を横切
る不安定化固有値しか存在しない. このことから (SE) においても, τ = τ0 において {λ ∈ C|Reλ ≥ 0} にお
ける固有値は ±iω0 しか存在しないと予想される. この予想が正しければ, (5) も鑑み, 定理 1 より得られる

sub-criticalな分岐解は安定であることが言える.

また, (E)から形式的漸近展開で求めた (SE)への ε → 0での収束の問題も今後の課題である.
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いろいろな物理系における非線形局在モード

丸野健一
九州大学・数理学研究院

1 序論
局在化現象はいろいろな物理系で頻繁に出現する重要な現象の１つである.
例えば、固体物理では,結晶の離散並進不変性を壊すことにより局在構造が生ずる. 結

晶中での不純物あるいは欠陥の周りに局在した振動フォノンモードや、乱れた媒質におけ
る電子のAnderson localizationがこれにあたる.
一方,流体のような連続系では, 非線形性と分散性のバランスによりソリトンもしくは

孤立波と呼ばれる局在構造が出現する.
局在構造の生成原因として,上記のものが古くからよく知られているが、最近広い分野で

注目を集めている’Intrinsic Localized Mode (ILM)’(’Discrete Breather’とか’Discrete Soliton’
とも呼ばれている)と呼ばれる別の局在構造がある [1, 2, 3, 4, 5]. この現象は、系が持つ周
期（離散）的構造と非線形性の働きにより出現するものであり,離散系特有の現象である.
Anderson局在が基本的には線形の範囲での現象であるのに対して, この ILMは非線形の
現象である [6]. ILMは,固体物理はもちろんのこと, DNAや電気回路,Optical waveguide,
Photonic Crystal,Bose-Einstein凝縮 (BEC)等、様々な分野で出現することがわかっており,
様々な応用可能性を秘めている.

ILMを研究する上で頻繁に使用されるモデルとしては離散非線形 Schrödinger方程式
(DNLS方程式)がある:

i
dAn

dt
� γ�An�2An � ε�An�1 �An�1� � 0 � (1)

これは連続極限でよく知られた非線形 Schrödinger(NLS)方程式になるが, NLS方程式が
持っていた可積分性は持っていない. DNLS方程式はDNA[7, 8]やOptical waveguide arrays
[9, 10, 11], BEC[12]等と関連した研究が行われている. Optical waveguide arraysにおいて
は実験が数多く行われており,レーザーの強度を上げいくと回折効果と非線形効果がつり
あってDiscrete Solitonが現れることが示されている [9, 10, 11].

NLS方程式の空間離散モデルとしては,Ablowitz-Ladik(AL)方程式

i
dAn

dt
� γ�An�2�An�1 �An�1�� ε�An�1 �An�1� � 0 � (2)

14



があるが,これは厳密解が具体的に構成できる可積分な方程式であり,いろいろな解が具体
的に構成できる [13]. このモデルは物理的な意味付けが難しいものの,DNLS方程式の性質
を調べる際にしばしば比較に使用され,重要である.
本稿では,いろいろな物理系で現れる DNLS方程式の局在構造に関連した話題を解説

する.

2 Discrete Nonlinear Schrödinger方程式とBEC
ここでは,BECにおいてどのようにDNLS方程式が登場するかを見てみる.
Optical latticeでトラップされた BECを考える. Optical latticeは周期的な格子をなして

いる. 平均場近似により,BECのダイナミクスはGross-Pitaevskii(GP)方程式により支配さ
れる:

ih̄
dψ��r� t�

dt
�

�
� h̄2

2m
∆�V ��r��g�ψ��r� t��2

�
ψ��r� t� � (3)

(ここで g � 4π h̄2a�m, aは s-wave scattering length, mは原子の質量.) 波動関数は粒子の総
数 Nで規格化している. 外場からのポテンシャルは

V ��r� �
m
2
�ω2

x x2 �ω2
y y2 �ω2

z z2��V0

�
sin2

�πx
d

�
� sin2

�πy
d

�
� sin2

�πz
d

��
� (4)

で,磁気トラップとOptical lattice(各軸に沿って,２本の逆向きに進む波長 λ のレーザーに
よって作られる)の両方のポテンシャルを含んでいる. 磁気トラップのおのおのの方向の
角振動数はωiで記され, Optical latticeは深さV0と格子の周期 d � λ�2で特徴づけられる.
(dは recoil momentumkr � π�dを定義する.) 以下の議論では, Optical latticeのポテンシャ
ルの深さを recoilエネルギー Er � h̄2k2

r�2mで規格化している.
Optical latticeの深さV0が化学ポテンシャル µより十分大きいとき系の挙動は最低エネ

ルギーバンドに閉じ込められると考えられる. その時,固体物理学でよく使われる Tight-
binding近似が適応でき,凝縮 order parameterを周期ポテンシャルのおのおのの谷に局在し
た波動関数の和で書くことができる:

ψ��r� t� �
�

N ∑
n

φn�t�ψn��r� � (5)

(ψn��r� � ψ��r��rn�は on-site波動関数, nは周期ポテンシャルの谷の位置である.) これをGP
方程式に代入すると,DNLS方程式

ih̄
dφ��r� t�

dt
��J�φn�1 �φn�1���εn�U �φn�2�φn � (6)

を得る. Tunneling rate Jは

J ��
�

d�r�
h̄2

2m
�∇ψn

�∇ψn�1 �ψnV ��r�ψn�1� � (7)

15



2体相互作用エネルギーU は
U � gN

�
d�rψ4

n � (8)

On-siteエネルギー εnは

εn �
�

d�r�
h̄2

2m
��∇ψn�

2 �V ��r�ψ2
n � � (9)

で与えられる.
BECで最初に発見されたのは Dark Solitonであった [14]. これは実験的に自然な状況

が repulsive interaction(a � 0)の場合,つまりDefocusing NLSの場合であるからである.　
attractive interaction(a � 0)は当初は実現が難しく, Bright Solitonを作ることができなかっ
た. しかしながら, Optical latticeを用いることにより, repulsive interactionの場合にでも
Bright solitonが観測されることが理論的に示され,後に実験で観測された [12, 15]. 現在
では Feshbach共鳴を用いて attractive interaction (a � 0)を実現できており,通常 (focusing
NLS)の Bright solitonが観測されている [16, 17].

3 変形Discrete Nonlinear Schrödinger方程式
変形DNLS equation

i
dψn

dt
�α�ψn�1�2ψn �ψn�1��β �ψn�2ψn �F�ψn�1�ψn�ψn�1� � 0� (10)

を考える. ここで F�x�y�z�は x�y�zの多項式で書ける関数とする. たとえば,

F�ψn�1�ψn�ψn�1�� γ�ψn�2�ψn�1 �ψn�1� (11)

と選んだものは過去によく研究されている [18, 19, 20, 21, 22]. 関数 F が (11)の場合の変
形DNLS方程式 (10)は,DNLS方程式 (1)に, inter-siteの３次の非線形項が余分についた形
となっている. γ � �β ��β ��2と置いたとき,β � β �とすると変形DNLS方程式はDNLS方
程式 (1)となるし, β � 0とするとAL方程式となる.
変形DNLS方程式の局在解の存在についてはよく知られている [23, 24, 25, 26]. 結合が

弱い場合の局在解の安定性についても調べられている.
しかしながら,変形DNLS方程式 (10)の局在解の具体的な形についてはこれまでわかっ

ていない. もちろん,変形DNLS方程式は明らかに非可積分系であるので, AL方程式のよ
うにいろいろな解を具体的に書き下すことはできないであろうけれども,ある場合には孤
立波解を具体的に書ける場合があるかもしれない. もし具体的な解が特殊な場合にでも構
成できれば,それを手がかりに,非線形局在モードの解析ができる. ここで考える問題は以
下のものである:
変形DNLS方程式 (10)は,厳密非線形局在解を持ちうるか? 持ちうるならば,その場合を
分類し,具体的に解を構成せよ.
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まず,以下の４次非線形項を付加したDNLS方程式

i
dψn

dt
�α�ψn�1�2ψn �ψn�1��β �ψn�2ψn

�γ�ψn�2�ψn�1 �ψn�1��δ �ψn�4�ψn�1 �ψn�1� � 0 � (12)

を考える. この方程式 (規格化 α � 1�γ ��4δ�β をしておく)は変形 Poisson brackets

�ψn�ψ�
m�� i�1� γ�ψn�2 �δ �ψn�4�δnm � �ψn�ψm�� �ψ�

n �ψ
�
m�� 0 � (13)

�B�C�� i∑
n

�
∂B

∂ψn

∂C
∂ψ�

n
� ∂C

∂ψn

∂B
∂ψ�

n

�
�1� γ�ψn�2 �δ �ψn�4� � (14)

を導入し,Hamiltonian

H ��∑
n
�ψnψ�

n�1 �ψ�
n ψn�1�� β

2δ ∑
n

ln�1� γ�ψn�2 �δ �ψn�4� � (15)

を考えたとき,運動方程式
ψ̇n � �H�ψn� � (16)

から導出される.
今, ψn�t� � φne�iωt (φnは実数)で書ける解を考える. これを (12)に代入すると

φn�1 �φn�1 �
��ω �2α�φn�βφ 3

n

α � γφ 2
n �δφ 4

n
� α�β �δ �� 0 � (17)

が得られる. 今,この非線形写像 (17)に Singularity confinement (SC) testと呼ばれる差分
版の可積分性判定テストを適用してみる [27]. そうすると,ある特別な係数の場合に, SC
propertyを持つことがわかる. これは,係数がある特別な関係を満たすとき,非線形写像は
可積分である可能性がある,ということを示唆している.
では,具体的な解を構成してみよう. ψn �

gn
fn

e�iωt を方程式 (12)に代入してみると,

�ω�2α� fn�1 f 3
n fn�1gn �α f 4

n fn�1gn�1 �α fn�1 f 4
n gn�1 �β fn�1 fn fn�1g3

n

�γ f 2
n fn�1gn�1g2

n � γ fn�1 f 2
n g2

ngn�1 �δ fn�1gn�1g4
n �δ fn�1g4

ngn�1 � 0 �

を得る. 今, f , gを指数関数に関する多項式とすると,以下の解を得る.
Bright Soliton解

ψn�t� � Asech�n log�p�� log�n0��e
�iωt � (18)

ここでω �
�β
�

γ2�4αδ�4αδ�βγ
2δ , p �

�
�

ω�ω�4α��2α�ω
2α , A ��1

2

�
βω�4α�ω�
αδ �2α�ω� , n0は任意定数

とする.

Dark Soliton解
ψn�t� � A tanh�n log�p�� log�n0��e

�iωt � (19)
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図 1: 方程式 (12)の Bright soliton解の t=100での形. 数値計算は４次ルンゲ・クッタ法を
用いた. α � 1�β � 0�2�γ � 4�78701�δ ��0�2.

ここで ω �
�β
�

γ2�4αδ�4αδ�βγ
2δ , p �

�
�
�

2αω�2α�ω
2α�ω , A � �

�
βω

2δ �2α�ω� , n0は任意定数と
する.
以下に,厳密解を初期値とした数値的な時間発展を示す.
SC testで非可積分と判定される場合のパラメーターでは何が起こっているのだろうか？

ここに (φn�1�φn)-相平面のプロットを示す. 図.3は非可積分の場合であるが, 相平面のプ
ロットはカオス的な振る舞いを示す.
非線形写像 (17)がなぜあるパラメーターの組で可積分であるのかを説明する. McMillan

mapping [28] zn�1 � zn�1 � �A�Bzn���C�Dz2
n� は保存量を持ち,Jacobi楕円関数により解

くことができる [29]. 方程式 (17)はあるパラメーターの組で分母と分子に共通因子ができ
てキャンセルすることによりMcMillan mappingに帰着する. このパラメーターの組は方程
式 (17)が SC propertyを持つパラメーターの組と一致する. 例えば, Fig.2のパラメーター
のとき,方程式 (17)はMcMillan mapping φn�1 �φn�1 ��7φn���22�11φ 2

n �,に帰着し,保
存量�22�φ 2

n �φ 2
n�1��7φnφn�1 �11φ 2

n φ 2
n�1 を持つ [29].

変形DNLSは以下のように一般化できる:

i
dψn

dt
�α�ψn�1�2ψn �ψn�1�

�γ2�ψn�2�ψn�1 �ψn�1��β2�ψn�2ψn

�γ4�ψn�4�ψn�1 �ψn�1��β4�ψn�4ψn

� 	 	 	
�γ2N�2�ψn�2N�2�ψn�1 �ψn�1��β2N�2�ψn�2N�2ψn

�γ2N �ψn�2N�ψn�1 �ψn�1� � 0� (20)

４次変形DNLS方程式の場合と同様にして,非線形写像

φn�1 �φn�1 �
��ω �2α�φn�β2φ 3

n �β4φ 5
n �		 	�β2N�2ψ2N�1

n

α � γ2φ 2
n � γ4φ 4

n � 	 	 	� γ2N�2φ 2N�2
n � γ2Nφ 2N

n

� (21)
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図 2: 非線形写像 (17) で生成される解の軌道.(可積分な場合: ω � 37�α � 22�β � 7�γ �

�33�δ � 11. パラメーターは Singularity confinement testにより決定された.)

図 3: 非線形写像 (17)で生成された解の軌道. (非可積分な場合: ω � 37, α � 22, β � 6,
γ ��33, δ � 11.)
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を得る. これもあるパラメーターの組で SC propertyを持ち,非線形局在解を具体的に構成
できる.
変形DNLS方程式はさらに面白い性質を持つのだが,それについては論文を参照してほ

しい [30].
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Limit Problem for the Maxwell-Schrödinger System

熊本大学工学部 和田健志

1. 序

1.1. Maxwell-Schrödinger 方程式. ここではミクロな，しかし非相対論的な荷電粒子の

運動及びそれによって引き起こされる電磁場の時間発展を記述する方程式であるMaxwell-

Schrödinger 方程式系 (MS) について考える．すなわち，(u, φ,A) : R1+3 → C ×R×R3

を未知関数として

i∂tu = −(∇− ic−1A)2u + φu, (1.1)

−∆φ− c−1∂t divA = ρ, (1.2)

(c−2∂2
t −∆)A +∇(c−1∂tφ + divA) = c−1J (1.3)

と表されるものである．ここで ρ = |u|2, J = 2 Im ū(∇− ic−1A)u であり，c > 0 は光速

を表すパラメタである．物理的には，u は荷電粒子の運動を記述する波動関数， (φ,A)

は電磁ポテンシャル，ρ は電荷密度，J は電流密度であるが，ρ,J をそれぞれ電荷，電

流の密度と考えてよいのは以下の事情による．まず，ρ は本来荷電粒子の存在確率の密

度関数であるが，電荷密度をこれで代用することは自然である．次に ρ と J の間には

(1.1) により ∂tρ + divJ = 0 の関係がある．これは電磁気学における電荷保存則と全く

同じ式であるので J を電流密度（本来は確率の流れなのであるが）と解釈する．

この方程式は少なくとも二つの保存量を持つ．その一つは電荷保存則の積分形

‖u(t)‖2 = ‖u(0)‖2 (1.4)

であり，もう一つはエネルギー保存則

E (t) ≡ 2‖(∇− ic−1A)u‖2
2
+ ‖∇φ + c−1∂tA‖2

2
+ ‖ rotA)‖2

2 = E (0) (1.5)

である．エネルギーの定義式において第 1項は粒子の運動エネルギー，第 2，第 3項はそ

れぞれ電場，磁場のエネルギーである．これらの保存則は後に解のアプリオリ評価を得

る際に利用される．

次にこの方程式の持つゲージ不変性について説明する．λ : R1+3 → R を任意の関数

とし，ゲージ変換

(u′, φ′,A′) = (exp(ic−1λ)u, φ− c−1∂tλ,A +∇λ) (1.6)

を考えると，この変換で方程式は不変に保たれる．よって，λの取り方を変えれば，(MS)

の初期値問題の解は一意でないことがわかる．この不定性は未知関数自身は観測可能量
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でないことに由来する．実際に観測されるのは ρ,J や電場 E = −∇φ − c−1∂tA, 磁場

B = rotA 等のゲージ不変な量なのである．この不定性をのぞくために，ゲージ条件と

呼ばれるもう一つの条件を課して考える（数学的にはゲージ同値な関数の類から代表元

を取り出す方法を指定することに相当する）．よく知られたゲージ条件として Coulomb

ゲージ

divA = 0 (1.7)

がある．（方程式からこの式は時間不変になっていることに注意）この条件の下で (1.2)-

(1.3) は

−∆φ = ρ, (c−2∂2
t −∆)A = c−1PJ (1.8)

に帰着する．ここで P = 1−∇ div ∆−1 はソレノイダルな部分空間への射影である．最

初の式は Newton ポテンシャルを用いて φ = (4π|x|)−1 ∗ ρ と解けるので実際には未知関

数は u,A である．(1.1) と (1.8) の連立系を以後 (MS-C) と書く．(MS-C) を解くには初

期データ (u(0),A(0), c−1∂tA(0)) を Sobolev 空間

Xs,σ = {(u0,A0,A1) ∈ Hs ⊕Hσ ⊕Hσ−1; divA0 = divA1 = 0}

に与えて解けばよい．ゲージ条件としては Lorentz ゲージ

c−1∂tφ + divA = 0 (1.9)

もよく知られており，このゲージのもとでは (1.2)-(1.3) は

(c−2∂2
t −∆)φ = ρ(u), (c−2∂2

t −∆)A = c−1J(u,A) (1.10)

となる．(1.1) と (1.10) との連立系を (MS-L) と書く．この場合は初期データ

(u(0), φ(0), c−1∂tφ(0),A(0), c−1∂tA(0))

を Sobolev 空間

Y s,σ = {(u0, φ0, φ1,A0,A1) ∈ Hs ⊕Hσ ⊕Hσ−1 ⊕Hσ ⊕Hσ−1;

divA0 + c−1φ1 = divA1 + ∆φ0 + |u0|2 = 0}

に与えて解けばよい．以後，断り無しに s, σ というときはそれぞれ (MS) における

Schrödinger 部分，Maxwell 部分の regularity を表しているとする．
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1.2. 問題の設定. 上記 （MS） には光速を表すパラメタ c が含まれているが，一般に光

速は非常に大きいためほとんど無限大であると考えられる．そこで (MS) において形式

的に c →∞ の極限をとってみると (1.1),(1.2) はそれぞれ

i∂tu = −∆u + φu, −∆φ = ρ

となる．第 2式は Newton ポテンシャルより解けるが，その結果を第 1式に代入すると

i∂tu = −∆u + {(4π|x|)−1 ∗ |u|2}u (H)

となりこれはよく知られた Hartree 方程式である．ここでは上記の考察を正当化するこ

とを試みる．

1.3. 適切性に関する既知の結果. まず (H) について，以下が知られている．u(0) ∈ Hs

(s ≥ 0) とすると，この初期値に対する (H) の解が C(R; Hs) において存在し，一意

である (正確に言うと，s = 0 の場合は一意性はもう少し狭いクラスでしか成り立た

ないが，それについては省略する)．さらに，u1, u2 がともに (H) の解であるとすると，

‖u1 − u2; L
∞(I; Hs)‖ ≤ C‖u1(0) − u2(0); Hs‖ となる．ここで I は有界区間であり，定

数 C は I の長さのほか ‖uj(0); Hs‖ にも依存する定数である．この結果は [1, 2, 6] 等に

よる．

次に (MS) に関して．現在得られている結果の仮定はやや複雑であるが s = σ の場合

に限っていうと，(MS-C) および (MS-L) の時間局所解は s = σ ≥ 5/3 のとき一意に存

在することがわかっている．これは最初 [4] により s = σ > 5/2 の場合に証明されてい

たものを [5] が拡張したものである．[5] においては初期データに関する連続依存性も証

明されているがそれは (H) の場合の様な局所 Lipschitz 連続性ではなく 各点連続性であ

る．また，s = σ = 1 の場合の時間大域解の存在が [3] により示されているが一意性は証

明できない．それは証明がエネルギー保存則を利用したコンパクト性の手法によるから

である．

2. 光速無限大での極限

2.1. 主結果. 先に述べた通り c → ∞ において形式的には (MS) は (H) に近づくが実際

に (MS) の解が (H) の解に収束するかどうかは証明を要する．この問題の解がここでの

主結果である．ここでは，以下を仮定する．

(A1) s ≥ 5/3, max{4/3, s − 1, (s + 2)/3} ≤ σ ≤ min{s + 1, (5s − 2)/3} である．但し
(s, σ) 6= (5/2, 7/2), (5/2, 3/2) とする．

(A2) (uc,Ac) は (uc,Ac, c
−1∂tAc) ∈ C(Ic; X

s,σ) であるような (MS-C) の一意な解であ

る．ここで Ic は解の接続により得られる最大時間区間であり，0 を含むとする．

(A3) v ∈ C(R; Hs) は (H) の解である．
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(A4) limc→∞ ‖uc(0)− v(0); Hs‖ = 0, さらに Hσ ⊕Hσ−1 において

lim
c→∞

(Ac(0), c−1∂tAc(0)) = (B0,B1)

である．

定理 1. 上記の仮定 (A1)-(A4) のもとで，0 を含む区間 I ⊂ Ic が存在し，

lim
c→∞

‖uc − v; L∞(I; Hs)‖ = 0 (2.1)

が成り立つ．

注意. (i) 前記 [5] における regularity の仮定は (A1) よりも弱い．従って時間局所解の

存在は保証されている．(ii) 定理 2 において，結論を得られる s, σ の範囲をできる限り

広くとっていること，および結論において解の収束を考えるクラスを初期データのそれ

と同じにとっていることが重要である．

Lorentz ゲージに対してもほぼ同様の結果が成り立つ．すなわち (A2),(A4) の代わり

に以下を仮定する．

(A5) (uc, φc,Ac)は (uc, φc, c
−1∂tφc,Ac, c

−1∂tAc) ∈ C(Ic; Y
s,σ)であるような (MS-L)の

一意な解である．ここで Ic は解の接続により得られる最大時間区間であり，0 を

含むとする．

(A6) limc→∞ ‖uc(0)− v(0); Hs‖ = 0, さらに Hσ ⊕Hσ−1 ⊕Hσ ⊕Hσ−1 において

lim
c→∞

(Ac(0), c−1∂tAc(0), φc(0), c−1∂tφc(0)) = (B0,B1, ψ0, ψ1)

である．

定理 2. 上記の仮定 (A1), (A3), (A5), (A6) のもとで，0 を含む区間 I ⊂ Ic が存在し，

lim
c→∞

‖uc − v; L∞(I; Hs)‖ = 0 (2.2)

が成り立つ．

2.2. 証明について. 定理 2 について説明する．定理 2.2 についてはゲージ変換により定

理 2 に帰着させる．また簡単のため s = 2, σ = 4/3 の場合に限って述べる．まず解の存

在時間の下からの評価が必要である．そのために解のアプリオリ評価を行う．最初に電

荷保存則，エネルギー保存則からわかることとして

‖uc; L
∞(I; H1)‖+ ‖Ac; L

∞(I; Ḣ1)‖+ ‖c−1∂tAc; L
∞(I; L2)‖ ≤ C (2.3)

がある (Coulomb ゲージ条件のもとでは ‖Ac; Ḣ
1‖ ≤ ‖ rotA‖2 であることに注意)．ここ

で定数 C は光速パラメタ c に依らない．また Ḣσ は斉次 Sobolev 空間である．しかし
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これだけでは十分でないので他の関数空間における評価も考える．波動方程式に関して

は次の Strichartz 型評価を用いる．

補題 3. 1/q + 1/r = 1/θ + 1/ν = 1/2, 2 ≤ r, ν < ∞ とし，A は波動方程式

(c−2∂2
t −∆)A = c−1F

の解であるとすると，

‖A; Lq(I; Ḣσ−2/q
r )‖+ ‖c−1∂tA; Lq(I; Ḣσ−1−2/q

r )‖
. c−1/q(‖A(0); Ḣσ‖+ ‖c−1∂tA(0); Ḣσ−1‖) + c−1/q−1/θ‖F ; Lθ′(I; Ḣ

σ−1+2/θ
ν′ )‖

が成り立つ．

上の補題を (1.8) の第 2式に適用すると (1 ≤ σ ≤ 7/3 に対して)

‖c−1∂tA; L6(I; L3)‖ . c−1/6‖(A(0), c−1∂tA(0)); Ḣ4/3 ⊕ Ḣ1/3‖
+ c−1/6T 1/2〈‖c−1A; L∞(I; Ḣ1)‖〉‖u; L∞(I; H2)‖2 (2.4)

を得る．一方で Schrödinger方程式に対しては次のような方法を用いる．(1.1)よりH u =

−(∇− ic−1A)2u は次の方程式を満たす．

i∂tH u = (H + φ)H u− 2ic−1∂tA(∇− ic−1A)u + [H , φ]u. (2.5)

H + φ は L2 における自己共役作用素であるから

∂t‖H u‖2 ≤ ‖ − 2ic−1∂tA(∇− ic−1A)u + [H , φ]u‖2

. (‖c−1∂tA‖3 + ‖u; H1‖2)〈‖c−1A; Ḣ1‖〉‖u; H2‖

を得る．ここで Sobolev の不等式を用いた．補間不等式により容易に示される関係

‖u; H2‖ . ‖H u‖2 + 〈‖c−1A; Ḣ1‖〉4‖u‖2

および L2 ノルムの保存則 を用いれば上式は ‖u; H2‖ に関する微分不等式と見なせるの
でGronwall の不等式により

‖u; L∞(I; H2)‖ ≤ C‖u(0); H2‖〈‖c−1A; L∞(Ḣ1)‖〉4

× exp(CT‖u; L∞(I; H1)‖2 + CT 5/6‖c−1∂tA; L6(I; L3)‖) (2.6)

を得る．エネルギー保存則により (2.3) が成り立っているのでこれらを定数で抑える．

よく用いられる論法により区間 I の幅が小さければ ‖u; L∞(I; H2)‖, ‖c−1∂tA; L6(I; L3)‖
が c に関して一様に有界であることがわかる．次に収束の証明である．η ∈ C∞

0 (R3),

ηε = ε−3η(·/ε) とする．また vε は (H) の解で vε(0) = ηε ∗ v(0) となるものとする．
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命題 4. (A1)-(A-4) を仮定すると，次が成り立つ:

lim sup
c→∞

‖uc − vε; L
∞(I; H2)‖ . ‖v(0)− vε(0); H2‖. (2.7)

定理 2 は上の命題から従う．実際，上の命題と (H) の解の初期条件に対する連続依存

性から

lim sup
c→∞

‖uc − v; L∞(I; Hs)‖

. lim sup
c→∞

‖uc − vε; L
∞(I; Hs)‖+ ‖vε − v; L∞(I; Hs)‖

. ‖v(0)− vε(0); Hs‖

となるので ε ↓ 0 の極限をとれば主定理が従う．このように vε を介在させたのは v ∈ H2

だけでは評価しきれないためである．(1.1) と (H) との差をとると

i∂tu− = (H + φ)u− + 2ic−1A · ∇vε − c−2|A|2vε + φ−vε (2.8)

となる．ここで u− = u− vε，φ− = (4π|x|)−1 ∗ (|u|2 − |vε|2) である．この式からわかる
ように ‖u−; H2‖ . ‖∂tu−‖2 + ‖u−‖2 + O(c−1) である．故に ‖u−‖2 と ‖∂tu−‖2 を評価す

ればよい．（σ = 4/3 の様に σ の値が小さいと単純なエネルギー法で ‖u−; H2‖ を評価す
るわけにはいかない — A を 2回微分できないため) 標準的な L2 の方法により

‖u−; L∞(I; L2)‖ ≤ ‖u−(0)‖2 + ‖2ic−1A · ∇vε − c−2|A|2vε + φ−vε; L
1(I; L2)‖

. ‖u−(0)‖2 + c−1T‖A; L∞(I; Ḣ1)‖‖vε; L
∞(I; H2)‖

+ c−2T‖A; L∞(I; Ḣ1)‖2‖vε; L
∞(I; H2)‖

+ T (‖u; L∞(I; H2)‖+ ‖vε; L
∞(I; H2)‖)2‖u−; L∞(I; L2)‖.

であるから T を十分小さくとれば

‖u−; L∞(I; L2)‖ . ‖u−(0)‖2 + O(c−1)

である．次に ‖∂tu−‖2 を評価するために (2.8) の両辺を t で微分すると

i∂2
t u− = (H + φ)∂tu− + 2ic−1∂tA · (∇− ic−1A)u− + ∂tφu−

+ 2ic−1∂tA · (∇− ic−1A)vε + 2ic−1A · ∇∂tvε

− c−2|A|2∂tvε + ∂tφ−vε + φ−∂tvε

= (H + φ)∂tu− +
7∑

j=1

fj. (2.9)
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したがって再び L2 エネルギー法で

‖∂tu−‖2 ≤ ‖∂tu−(0)‖2 + ‖
7∑

j=1

fj; L
1(I; L2)‖

となる．以下右辺を項別に評価していくと以下のようになる：

‖f1; L
1(I; L2)‖ . T 5/6‖c−1∂tA; L6(I; L3)‖‖u−; L∞(I; H2)‖,

‖f2 + f6 + f7; L
1(I; L2)‖ . T‖u−‖Y ,

‖f3; L
1(I; L2)‖ . T 5/6‖c−1∂tA; L6(I; L3)‖,

‖f4 + f5; L
1(I; L2)‖ . c−1‖vε; L

∞(I; H4)‖.

ここで ‖u−‖Y = ‖u−; L∞(I; L2)‖+‖∂tu−; L∞(I; L2)‖である．‖u−; L∞(I; H2)‖ . ‖u−‖Y +

O(c−1) であるから T ¿ 1 であれば結局

‖u−; L∞(I; H2)‖ . ‖u−(0); H2‖+ ‖c−1∂tA; L6(I; L3)‖+ c−1‖vε; L
∞(I; H4)‖+ O(c−1)

となる． c → ∞ とすれば ‖c−1∂tA; L6(I; L3)‖ = O(c−1/6) なので結論を得る．s 6= 2

の場合は s = 2 の場合を足がかりにしてもう少し複雑な計算が必要となるので省略す

る．なお上の証明では仮定 (A4) のうち lim(Ac(0), c−1∂tAc(0)) = (B0,B1) を少しゆる

めて supc ‖(Ac(0), c−1∂tAc(0)); Hσ ⊕ Hσ−1‖ < ∞ としても大丈夫である．この仮定は

σ = s− 1 の場合に必要となる．
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金平糖を作ろう—金平糖の数理モデルにむけて

笠井　博則　　（　福島大学　共生システム理工学類　）

田代　麻美　　（福島大学　教育学研究科）

〒９６０－１２９６　 福島市金谷川１　

1 はじめに

本論は、宮崎大学で行われた研究会「PPM2004」での講演を基にしてまとめ

たものです。

　筆者らの金平糖との付き合いはさほど長くはありません。ことは、筆者の一

人（笠井）が所属していた福島大学教育学部が 2003年 11月に開催した、地域

の小学生を対象とした公開講座の講師を依頼されたことに始まります。　この

公開講座で筆者らは、「自分たちも不思議に思っている現象を見せよう」と思い、

WebPageやエッセイなど、金平糖に関するあまり多くない情報を基に金平糖を

作る実演を試み、試行錯誤の上、運よく成功しました。

今回の講演は、このことを聞きつけた宮崎大学の矢崎成俊先生が「PPM2004」

で実演とともに話をするように依頼されたことにより実現しました。

本論では、まず第一節で金平糖の紹介をし、第二節で今回実演した金平糖の作

り方を紹介し、それを踏まえて第三節で生成過程のモデルの試案を考えていきま

す。数理モデル作りに関してはまさに現在進行中ということもあり一つの試案

しか紹介していませんが、今後の展望について第四節で述べていきます。

1.1 金平糖の紹介

金平糖というお菓子をご存知でしょうか？　光沢を持った角の出ている砂糖

菓子です。（下図参照）

角がたくさんある奇妙な形をしているので、型を使って作っているのではない

かと思われる人もいると思いますが（実際に型に入れて固めて作っているところ
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もあるようですが）、この角はある条件の下で自然に出来てくるものです。作り

方を簡単に言うならば、「核（いりゴマ、米を砕いた粒など）を鍋に入れて、核

が互いにくっつかないように鍋を回しながら加熱し乾き加減になるごとに砂糖液

を掛けていく」ということになります。適当な鍋の加熱温度と掛ける砂糖液の濃

度、温度を適当に選ぶと長い時間のうちに角ができ表面に光沢を持った金平糖に

なります。

金平糖にはきれいな光沢があるので、結晶構造があるように思われます。通常

の結晶成長では結晶構造に対応する特定の面がありその方向に成長していきま

す。しかしながら金平糖では特定の方向があるようには見えません。珊瑚の成

長のように単に角が伸びて行くような現象はいくつか知られていますが、結晶構

造を持っている（ようにみえながら）角が出る現象は他に知られていません。金

平糖の形は不思議なものなのです。

なお、金平糖の語源は、ポルトガル語の Confeitos (砂糖・お菓子)と言われて

います。このお菓子が日本に伝わったのはキリスト教の文化が伝わったのと同

じ時代。宣教師ルイス・フロイトが織田信長に贈ったのが記録に残る最初だそう

です。

2 金平糖の作り方

　この節では、今回の講演での実演に使った金平糖製造装置と実験の概要を紹

介します。

　福島大学で行われた公開講座では、諸般の事情があり準備予算が材料費込

みで 2 万円ほどでした。このため、実際にプロの使っているものを小型化した

ものや、[1]に紹介されていた回転速度を調整できるモーター付きの装置などと

ても作れませんでした。しかし、いくつかのWeb ページ [3], [4] に紹介されて

いた基本的な製法の説明をみて、必要な要素は「回転する鍋」と「（適当な条件

の）糖液」だけであることがわかりました。これだけならば一般の店で買える材

料を使って金平糖を作ってみることができるはずだと思い、準備に取り掛かりま

した。

2.1 実験の準備・道具

[準備物]

• 原材料　（いりゴマ、 グラニュー糖）
• 糖液を作るための計量道具（グラムばかり、計量カップ）
• 簡易金平糖製造装置（回転する鍋、カセットコンロなど）（註：後でもう
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少し詳しく説明します）

• 糖液を適温に温めておくためのもの（鍋、加熱用の電気ヒーター、温度計）
• その他（糖液を掛けるスプーン、鍋肌に付いたゴマなどを落とすための
シャモジ）

今回の実演で利用した簡易製造装置の主な材料は次のとおりです。（今回製作

した紹介する製作装置は手動です。２人一組で一人が糖液をかけて一人がのん

びり鍋を回す、という役割分担になります。）

直径４０ｃｍのアルミ製なべ、

土台にするスノコ、

軸になる棒（金属の丸棒）、

なべと軸棒をつなぐ金具、

軸を土台に固定する金具、

軸を回すハンドル、

その他（ナット、ワッシャーなど）

総製作費（約 5,000円）

2.2 実験概要

[実験手順]

1. 糖液を作る：お湯１００ｇに対しグラニュー糖２７０ｇを溶かす。　かけ

るときには７０度くらいにする。

2. 鍋に核にする炒りゴマを入れて、回転させながら過熱し、十分温まったら

糖液を掛けはじめる。（グラニュー糖は１２０度で焦げ始めるのでそれ以

下の温度でないといけない。鍋肌の温度の目安は９０度とした。）

3. １分間に２回転程度回転させながら過熱する。

4. 鍋肌にくっついたゴマや砂糖は固まったら叩いて落とす。最初のうちは互

いに付きやすいので大きな塊になったら叩いて崩す。

5. 　以降、表面が乾き加減になるごとにスプーン一杯弱の糖液をかける。

単調な作業が２０分ほど続くと、砂糖コーティングされた核から角が出始めま

す。長時間続けていくと　少しずつ大きくなっていき、１時間半から２時間で

5mmから 8mm 程度の大きさの金平糖ができてきます。
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2.3 実験条件に関する注意

金平糖の製造過程において、（ノウハウのレベルで理由がはっきりしないもの

も含めて）重要と思われる要素を列挙します。

●鍋の回転

１分間に１回から２回のペースで鍋を回す。

鍋を回していることのメリットとしては、１．熱が均一になること、２．粒が

回転しながら他の粒と接触するので、表面の糖の液の層が均一化すること、３．

回転によって、液が動き濃度の濃い液が供給されること、４．随時表面が空気に

触れることで蒸発が速まること、があげられます。

　回転が速過ぎて、かつ糖液をかける量が足りないと角が削れてしまいます。

●火力の調整

火力が強すぎて蒸発が速いと光沢のな

い珊瑚状の塊ができました。また、(粘

性のせいか?) 火力が弱いと互いに付き

やすくうまく作れません。　

金平糖生成の火力による形の違いを

２つの写真で見比べてみます。上の写

真は実験の初期の失敗例。火力が強すぎたときのものです。珊瑚状の形をして

いますが全く光沢がなく結晶成長とは言えないことが見てわかります。

下の写真は適当な火力で加熱したと

きのもの。核にしているゴマがはっき

り見て取れるほどに透明度が高く何ら

かの意味では結晶としての構造がある

と思われます。

●糖液の選択

金平糖を作るときには、ショ糖の純度

の高いグラニュー糖が適当で、上白糖など粘りけが高い不純物が除かれていない

ものでは粒同士がくっつきやすく適当ではありません。

今回の実験では、お湯１００ｇにグラニュー糖２７０ｇを溶かした水溶液を７

０℃に加熱したものを用いました。この糖の溶液は飽和溶液になっていません。

かける糖液の濃度と温度の調整が大切で、濃度が低いと、できた角が再度溶けて

しまうことになり、また濃すぎると水分が少し蒸発しただけですぐ固まってなべ

底につきやすく、全体に行き渡りません。また温度が低すぎるとなべの温度が下

がりやすく、糖液の水分が蒸発しにくくなります。
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●粒の大きさ

　粒の大きさが揃っていることも重要なようです。ゴマから金平糖ができた

のに気を良くして、小豆からできないか、とチャレンジしたときのこと。まず小

豆が砂糖コーティングされ、最初に角らしきものができたのですが、その後「角

が折れ」、次はその「折れた角が砂糖コーティングを傷つける」という循環にな

り大きな金平糖になりませんでした。

3 金平糖の成長過程の数理モデルに向けて

　右図はゴマを核として金平糖を作っ

たときの成長過程のサンプルです。一

つの粒を連続的に追ったものではない

ので、あくまで傾向ですが、成長過程に

ついて、概ね次のようなことが言えるか

と思います。

・最初、ゴマに砂糖の層がコーティン

グされ球に近い形になる。

・その後細い角が出てくる。

・角が太くなり？角の根元が成長し？大きくなっていく。

この過程を追えるモデルが理想的ですが、本論では試案としてショ糖の性質に

着目して、砂糖がコーティングされた後の結晶の成長過程のモデルを考えたいと

思います。

3.1 モデル化の方針

金平糖の成長過程をモデル化するために、いくつか必要な言葉を用意します。

• 過飽和度

（過飽和度　 σ）=
（実濃度 u）－（飽和濃度 us）

（飽和濃度 us）

飽和濃度 us(T ) は温度に依存するので、過飽和度は濃度と温度の関数と

いえる。

• 熱伝導度、拡散係数： 熱や物質が広がっていく速さの指標
• 　蒸発速度： 水溶液の水が蒸発していく速さ。 溶質の溶けている量が大
きいと沸点が上がる「沸点上昇」が知られている。溶液の濃度が濃くなる

と蒸発速度は相対的に遅くなる。
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金平糖を作る際に、重要と思われる要素は３つありました。

• 糖液：適度な濃度・温度での供給。
• 火力：糖液の蒸発速度を決める。
• 鍋の回転：熱・糖液の供給の一様化、蒸発促進、

ここでは結晶面の移動に着目した「界面モデル」を考えていきます。（これ以

降、金平糖の表面を結晶面または表面、金平糖が占めている領域を結晶領域とい

うことにします。）金平糖を作るのに必要な要素と糖の性質を考慮してモデル化

のための次の仮定を入れます。

（仮定）

1. 金平糖は結晶成長によって大きくなる。

2. 結晶の領域 Ωc、溶液の領域 Γ = ∂Ωc、外部領域 Ωo の３相があり、それ

ぞれ熱伝導度が異なる。

3. 溶液は結晶の領域表面 (境界)にあるとみなす。

4. 結晶の成長速度は溶液の過飽和度に比例する。

5. 糖液中の水分の蒸発速度は表面での温度と濃度に依存する。

6. 糖の拡散係数は、熱の拡散係数に比べて十分小さい。

7. 熱は一定温度で結晶の内部の点（原点）で与えられているとみなす。

8. 糖液は時間周期的に決まった量、温度、濃度のものが与えられる。

７. の仮定はかなり極端な近似だが、結晶は比較的早い速度で恒常的に回転し

ていて外部から熱を与えられると考えられるので、平均的には中心から熱が供給

されているとしてもあながち的外れではないと思います。また、８. の仮定は乾

き加減になるごとに一定温度、濃度の糖液が供給されることに対応しています。

糖液を掛けられて程なく表面に一様に糖液が供給されるという仮定と考えられ

ます。

3.2 数理モデル試案 (界面モデル)

ここでは、次の方針でモデルを作ります。

• 　外気、表面の液体（糖液）、結晶の３つの部分ごとに方程式を作る。
• 　糖液は結晶の表面にあることとし濃度は主に溶質（ショ糖）の拡散と、
水の蒸発で変化する。

• 結晶の界面の成長は溶液の過飽和度に比例する。
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ここで記号の準備をしておきます。

定義域 Ω は IRn (n = 2, 3) または滑らかな境界をもつ有界領域とします。

Ω = Ωc ∪ ∂Ωc ∪Ωo, ( Ωc ∩Ωo = ∅)で表され、それぞれ Ωc を結晶領域（原点を

含む）、∂Ωc を結晶領域の境界、Ωo を外部領域と呼ぶことにします。表記上の問

題ですが、これ以降 Ω ⊂ IRn（ただし n = 2, 3）上の点を x と表し、特に ∂Ωｃ
上の点を xで表わすことにします。

未知関数は、Ω 上で定義された関数の温度 T (x, t) と、∂Ωc 上で定義された

糖液の濃度を表す関数 u(x, t)の２つ。さらにこれらの量に依存して、結晶の領

域 Ωc = Ωc(t)の境界 (界面)が成長速度ベクトル v(x, t)によって動くものとし

ます。

このとき、次の方程式系によって結晶（金平糖）の界面は成長すると考えます。

Tt = div(κ(x)∇T ) + f(x, u, T ) in Ω (1)
ut = β∆u + C ′κ(u)[T ]out

in u2 on ∂Ωc (2)
v = ασ(u, T )n on ∂Ωc　　　(3)

u(x, ntp) = u0, T (x, ntp) = Ta　 on ∂Ωc (4)
T (x, 0) = T0(x)　 in Ω (5)

T (x, t) = T　 on ∂Ω (Ωが有界領域のとき), (6)

lim
|x|→∞

T (x, t) = T (Ωが IRn のとき) (7)

κ(x) ≡




κc in Ωc

κ(u) on ∂Ωc

κo in Ωo

, (8)

f(x, u, T ) =





Ta x = 0
Cκ(u)[T ]out

in x ∈ ∂Ωc

0 x ∈ Ω\{0}
. (9)

tpは時間周期, n は非負整数で、結晶の境界での濃度や温度は tp の時間周期ごと

に一定の値になるとします。Ω の外側での T (x, t) の境界条件は (十分遠方で)

室温を仮定。(4)の u0, Ta は定数で、T (x, t)の初期関数 T0(x)と矛盾しないよ

うに T0(x)|∂Ωc = Ta を仮定する。さらに、

• σ(u, T ):過飽和度。濃度と温度に依存する。

• Ta: 鍋から供給される温度, T : 十分遠方の温度・室温,

• n: Ωc に対する外向き法線ベクトル,

• α: 過飽和度 σ(u, T )に対する成長速度の比例定数,

• β: 溶質（ショ糖）の拡散係数,

• [T ]out
in : 外部領域 Ωo と内部領域 Ωc の温度差,
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∂Ωc 上の点、x = x0 における [T ]out
in の値 [T (x0)]out

in は次のように定義さ

れる。
[T (x0)]out

in ≡ lim
ε→+0

{T (x0 + εn)− T (x0 − εn)}

ここで、nは領域 Ωの、点 x0 ∈ Ωc における外向き法線ベクトル。

• κ(u)

・κc: Ωc における熱伝導度。 　・κo: Ωo における熱伝導度。

・ κ(u): ∂Ωc における熱伝導度。　

ここでは κ(u)=(定数) または κ(u) = κw exp(− Cu
1−u )

• f(x, u, T )： 熱の供給。鍋肌からの熱の供給に相当する分を原点からの熱

の供給で代用している。

いくつかの項の解説をします。

●　式 (1) 右辺第二項　 Cκ(u)[T ]out
in : 熱の流出の項（放射、蒸発）

境界での熱の分布が連続であるという条件

[κ(x)∇T · n]out
in = 0

に対応する。ここでは、∇T · nの代わりに結晶の内側と外側との温度差 [T ]out
in

を用いた。

●　式 (1) 右辺第二項　 κ(u)：濃度の上昇に伴う沸点上昇の効果

一般に溶液の沸点は、溶液に溶けている溶質のモル濃度に応じて上昇してい

く。このとき、沸点の上昇にともない蒸発の速度も遅くなると考える。つまり

κ(u)は糖液のモル濃度が高くなるほど小さくなる。濃度 uに対してモル濃度は

u/(1 − u) と表される。u = 0 のときには水の伝導係数 κw と一致すると思い、

仮に κ(u) = κw exp(− Cu
1−u ) としている。ここで、定数 C が十分小さいときに

は κ(u)は定数とみなせる。

●　式 (2)右辺第二項 : 水分の蒸発による濃度の変化の項

C ′κ(u)[T ]out
in u2 とした。

濃度の変化の要因として、「濃度勾配による拡散」と、水の蒸発による濃度変

化を考え、結晶化による質量変化は無視することにしました。S, W (t)をそれぞ

れ溶液中の溶質、水の質量とすると濃度 uは

u =
S

S + W (t)

と表すことができる。ここで、(空間変化を考慮しないことにして)両辺を t で微

分すると

d

dt
u =

−S d
dtW

(S + W (t))2
= −

d
dtW

S

(
S

S + W (t)

)2

= −
d
dtW

S
u2.
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水の質量変化（減少）は蒸発によるものであるから、水の質量変化は表面からの

熱の拡散に比例すると近似できる。すなわち C ′ を定数として

−
d
dtW

S
' C ′κ(u)[T ]out

in .

　これによって非線形項を　 C ′κ(u)[T ]out
in u2 と考えた。

●　式 (3): 結晶成長速度の式

「結晶の成長速度は過飽和度に比例する」ことを表している。我々は過飽和度

が表面上の各点で異なることにより一様でない結晶成長が生じると考えている。

●　式 (4): 糖液の供給

実際の金平糖の製造では表面が乾き加減になるごとに糖液を供給しているが、

時間周期的に糖液を供給しているものとした。

4 今後の展望

本来ならばモデルをつくったら次は解析。ということで数値計算例をのせる

べきでなのですが、単純なスキームで現在取り掛かったばかりなので紹介しない

ことにしました。パラメータをいろいろに変えて挙動を調べたうえで見込みが

あれば、高精度計算に進みたいと思います。

4.1 モデルの改良・拡張

　今回の「１次（０次？）近似としての界面モデル」で、効果として取り入れ

ることを検討したが複雑になると思い導入をあきらめた効果について指摘だけは

しておきたいと思います。

●　湿度の効果：

今回紹介したモデルでは、未知関数を温度 T と濃度 uだけにしたせいで非線

形項がかなり複雑になっています。水の蒸発が過飽和度、ひいては成長速度に関

わることを考えると、結晶の外部の湿度は考える必要があります。

●　流れの効果：

「流れ（溶液の移動）」があると糖の供給が速やかに行われる。粘性が強い液体

の中では物質の拡散は熱に比べてはるかに遅いので、糖の結晶成長では糖の供給

が成長の速度を決める傾向にあります。実際の金平糖の製作では、粒が互いにぶ

つかる事や、それ自身の回転によって「流れ」があり糖の供給が行われている。

●　結晶成長の軸の効果：
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当日の講演では飽和溶液の中に種結晶を入れてショ糖の単結晶を作ったとき

の写真を紹介しました。

通常の結晶では結晶面があり、そこに軸方向に結晶が成長していくことが多

い。多くの物質は単結晶を作るとき、過飽和溶液中に核としての種結晶（小さな

単結晶）を入れてそこから成長させる。食塩やミョウバンの単結晶を作る実験を

したことがある方もおられると思います。このとき、多くの場合単結晶は種結晶

のところでのみ成長し、他のところではたとえばビンの壁ではまずできないもの

です。このことは結晶成長が結晶構造を反映した結晶面で起きることに対応す

るものと理解できます。

しかしショ糖の場合、過飽和溶液をビンに入れて放置すると曲面になっている

壁面にも結晶が出来ます。これは他の物質の結晶に比べると特異な振舞いとい

えます。このことは「ショ糖の単結晶は比較的できやすく、結晶面というものが

厳密でない」ことを示しているように思えます。　

4.2 今後の興味の方向

金平糖の特殊性と一般性という視点で気になっていることを書いていきたい

と思います。

●　ショ糖は何が他の物質と違うのか？

金平糖の形を作る原因として思いつく糖の性質として

　・濃度が高くなると粘性が高くなる。

　・高温での溶解度が大きく、冷めたあとの過飽和度が高い。

　・(中分子)の性質：分子量が大きく、多少ゆがんでも結晶を作る。

などがあります。どれが要因かは対照実験が必要ですが、他の物質で同様なも

のは作れないかを試してみると何か知見が得られると思います。

●　角の出る機構の解析。

金平糖を特徴付けるものとして、結晶のように見える光沢・透明度と角があり

ます。金平糖に限らず、結晶として形が残るものでなぜ角が出るかの説明ができ

ると面白いと思います。

全く想像上のものですが、たとえば食塩水を加熱するときなどに見られる「何

らかの原因で表面の溶質の濃度に粗密が生じ、濃度が薄い部分から水分が飛ぶた

めに、最後に濃度が濃い部分が少し盛り上がる。」というシナリオが金平糖でも

考えられないでしょうか？

●結晶なのだろうか？

この報告集では多少の妄想を述べて良いということなので、いま気になってい

ることを少し書きたいと思います。
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自分の議論の仮定を根本から覆しそうですが、透明度があり光沢のあることか

ら結晶として考えてきましたが、透明度があり光沢があるだけでは必ずしも結晶

とは言い切れないということに気が付きました。たとえばアクリル板などのプ

ラスチック素材には透明であるが結晶とは言わない物も多くあります。高分子

材料に限らず、たとえばガラスもこの条件に見合います。今回紹介したモデルは

「通常の結晶成長」の延長線上で考えました。そのため、過飽和度がモデル化の

中で一つの重要な要素になっています。結晶であるという仮定をはずしたとき

に表面の成長を特徴付けるものがあるか、考えてみましたが難しそうです。　

金平糖の光沢が「結晶構造によるもの」かあるいは「ガラス状のランダムな構

造を反映しているか」を誰か調べて教えていただけないでしょうか？

付記：ここに紹介した簡易金平糖製造装置についてさらに詳しく知りたい方は

　笠井（kasai@sss.fukushima-u.ac.jp）まで問い合わせてください。　
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Laplace 方程式の Cauchy 問題に対する
代用電荷法の適用と数値積分への応用

大江 貴司1 (岡山理大・総合情報)
大中 幸三郎2 (大阪大・工)

1 はじめに

Laplace 方程式の Cauchy 問題は工学における非破壊検査, 医療分野における心電図 ·脳
電図解析など多くの応用を持つ重要な問題である [1, 3]. 同時に数学的には非適切問題のひ
とつで数値的な解析が難しいことが知られており, 数値解法に関し理論的 ·実験的観点から
多くの研究がなされてきた [2, 4, 7, 10, 12, 11, 16].
本報告では Laplace 方程式の Cauchy 問題に対する数値解法として代用電荷法 [13, 21]を

適用し, その数値解の収束性 ·安定性等に関する理論的結果および数値実験による検証を示
す. 同時にその応用として n次元超球面上の数値積分法を提案する.

2 Laplace 方程式の Cauchy 問題と代用電荷法の適用法

2次元 Euclid 空間内の円環領域 Ω = {x ∈ R
2| ρ − δ < |x| < ρ} における Laplace 方程

式の Cauchy 問題 ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∆u = 0, in Ω,

u = f, on Γ,
∂u

∂ν
= g, on Γ,

(2.1)

を考える. ただし, Γ は円周 {x ∈ R
2| |x| = ρ}, ∂u

∂ν
は u の Γ における外向き法線方向微分,

f, g は Γ 上で定義された実解析関数とする. Cauchy-Kowalewski の定理, および Holmgren
の定理より, 問題 (2.1)の実解析的な解が Γ の近傍でただ一つ存在する [8].

Cauchy 問題 (2.1) の代用電荷法による近似解の構成にあたり, 図 1に示すように仮想電
荷を Γ を内側 ·外側の両側から挟みこむように配置する. そして近似解 u(N) を不変スキー
ム [14]を用いて次式で構成する.

u(N)(x) = q +
2∑

s=1

N−1∑
j=0

Qs,jE(x, ys,j), (2.2)

ただし
ys,j = (Rs cos θj , Rs sin θj), s = 1, 2, j = 0, 1, · · · , N − 1,

θj = 2πj/N, j = 0, 1, · · · , N − 1,

R2 < ρ − δ < ρ < R1,

E(x, y) = − 1
2π

log |x − y|,
q ∈ R, Qs,j ∈ R, s = 1, 2, j = 0, 1, · · · , N − 1,

1e-mail: ohe@sp.ous.ac.jp
2e-mail: ohnaka@ap.eng.osaka-u.ac.jp
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Γ

R1

y1,j

y2,j

xj

ρ

R2

図 1: 仮想電荷点 ys,j と選点 xj の配置

である. 係数 q および Qs,j は不変条件

2∑
s=1

N−1∑
j=0

Qs,j = 0, (2.3)

および選点条件 ⎧⎨⎩ u(N)(xj) = f(xj), j = 0, 1, · · · , N − 1,

∂u(N)

∂ν
(xj) = g(xj), j = 0, 1, · · · , N − 1,

(2.4)

を満たすように決定する. ただし選点 xj は

xj = (ρ cos θj , ρ sin θj) ∈ Γ, j = 0, 1, · · · , N − 1, (2.5)

にとる.
本報告では式 (2.2)により定義される近似解 u(N) について次の問題を考える.

I. 近似解 u(N) の存在と一意性
II. 近似解 u(N) の真の解への収束性
III. 近似解 u(N) の安定性

このうち I と II はノイズフリーの状態で得られた数値解が真の解のよい近似になり得るか
という問題で, いわば手法の正当性に関するものである. また IIIはデータにノイズが含まれ
ている, あるいは観測データの有効桁数が少ない場合にも真の解の近似を得ることができる
のかという問題である. 現実問題への応用を考えた場合にはこの点が重要となるが, Laplace
方程式の Cauchy 問題は非適切問題のひとつであることから評価は難しいものとなる.

3 理論的結果

本節では前節で示した手法に関する理論的結果を示す.

Theorem 1. (近似解の存在と一意性)
条件 (2.3), (2.4) を満たす数値解 u(N) はただ一つ存在する.

43



Theorem 2. (近似解の収束)
f, g をそれぞれ

f(ρeiθ) =
∑
n∈�

ηneinθ, g(ρeiθ) =
∑
n∈�

ξneinθ, (3.1)

の形に Fourier 展開したとき, その係数について

|ηn| ≤ Mb|n|, |ξn| ≤ Mb|n|, n ∈ Z, (3.2)

となる 0 < b < 1, M > 0 が存在するものと仮定する. ただし R
2 と C を同一視する.

このとき N を十分大きく取れば, aρ < r < ρ なる r に対し∣∣∣u(N)(reiθ) − u(reiθ)
∣∣∣ ≤ {

C1(ρ, r) + C2(ρ, a, r)
(ρ

r

)N
}

M aN , θ ∈ [0, 2π) (3.3)

を満たす正の数 C1(ρ, r), C2(ρ, a, r) が存在する. ここで a = max{ρ/R1, R2/ρ,
√

b} である.

Theorem 1, 2 の証明については [18]を参照されたい. この 2つの定理は前節の問題 I, II
を肯定的に解決すると同時に, 近似解が真の解へ L∞ノルムの意味で指数関数的に収束する
ことを示している.
前節の最後で述べたように Cauchy データにノイズ等の誤差が含まれている場合に対す

る数値解の安定性は応用上重要である. ここでは真の Cauchy 条件 f, g に対し, ノイズ
あるいは誤差を含んだ Cauchy 条件を fε, gε で表し, それぞれに対して得られる近似解を
u(N), u

(N)
ε で表す. これら二つの Cauchy 条件に対し次の仮定をおく.

[仮定] 真の Cauchy 条件とノイズを含んだ Cauchy 条件について, 適当な正の定数 ε に対し

||fε − f ||L∞(Γ) < ε, ||gε − g||L∞(Γ) < ε (3.4)

が成り立つ.

Theorem 3. (誤差の指数関数的発散の可能性) [19]
Theorem 2 の仮定および上記の仮定のもとで, 十分大きい N に対し∣∣∣u(N)

ε (reiθ) − u(N)(reiθ)
∣∣∣ <

{
C3(ρ, r) + C4(ρ, r)

(ρ

r

)N/2
}

ε, R2 < r < ρ (3.5)

を満たす正の数 C3(ρ, r), C4(ρ, r) が存在する.

Theorem 3 は選点数 N を増加させたとき近似解同士の差は指数的に増加する可能性があ
ることを示している.
一方, 式 (3.3)と (3.5)の評価を合せると∣∣∣u(N)

ε (reiθ) − u(reiθ)
∣∣∣ ∼ O

((ρ

r

)N
aN

)
+ O

((ρ

r

)N/2
)
· ε, (3.6)

を得る. 式 (3.6)は, ノイズを含む Cauchy データから構成された近似解とノイズを含まな
い真の解との間の誤差のN に対する変化が L 字型のグラフになることを示している. 言い
換えるとノイズの大きさに対し適当な N をとれば, 真の解との誤差を極小化できる可能性
があることを示唆している. この考えに基づき次の定理を得た.
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Theorem 4. (数値解の安定性の Hölder 評価) [19]

NH(ε) =
log

ε

B
log a

, β =
log

r

ρ

log a
(3.7)

としたとき, 真の解 u とノイズを含んだ数値解 u
(N)
ε について∣∣∣u(NH(ε))

ε (reiθ) − u(reiθ)
∣∣∣

< (C1(ρ, r) + C3(ρ, r))ε + C2(ρ, a, r)Bβε1−β + C4(ρ, r)Bβ/2ε1−β/2 (3.8)

が成り立つ. ここで定数 C1, C2, C3, C4 は Theorem 2, 3 と同一である.

Theorem 4 はノイズの大きさ ε に対応して N = NH(ε) とすることにより, 数値解につ
いて Hölder の意味での安定性を得ることができることを示している. また Theorem 3 の
評価をあわせて考慮すると, Cauchy データにノイズや誤差等が含まれる場合, 必要以上に大
きな N を用いても良い近似解は得られないことを示している.

4 数値実験

4.1 ノイズフリーの場合

まずノイズフリーの場合の誤差評価である Theorem 2 の検証のための数値実験を示す.
Cauchy 条件を与える円周 Γ として原点を中心とする半径 1の円をとり, 円周の外側および
内側に配置する仮想電荷の配置半径をそれぞれ R1 = 2.0, R2 = 0.5 とした. Cauchy 条件と
しては関数

u(x; p) = u(x, y, ; p) = − y

2π{(x − p)2 + y2} (4.1)

の Γ 上における値および外向き法線方向微分を用いた. なお, u(x; p) は点 (p, 0) を除いて
調和であり, Cauchy 条件の Fourier 係数について

ηk =

⎧⎨⎩ 0, k = 0,

−i · sgn(k) · p|k|−1

4π
, |k| ≥ 1,

ξk =

⎧⎨⎩ 0, k = 0,

i · kp|k|−1

4π
, |k| ≥ 1,

(4.2)

が成り立つことを注記しておく. Cauchy 条件に対する選点 xj および外側 ·内側の仮想電荷
の個数は N = 8, 12, · · · , 48 の値をとった. 数値解の誤差の計測は半径 r = 0.6, 0.65, · · · , 1.5
の各円周上の 256 点でおこなった.
図 2(a)に p = 0.3の場合について, 半径 r の円周上における最大誤差の仮想電荷点の個数

N に対する変化を示す. また図 2(b)に p を変化させた場合について, 半径 r = 0.8 の円周
上における誤差の N に対する変化を示す. 図 2 より数値解の誤差は N に対し

sup
θ∈[0,2π)

|u(N)(r cos θ, r sin θ) − u(r cos θ, r sin θ; p)| ∼ CτN , N → ∞, (4.3)

で指数関数的に減少することがわかる. この指数関数的減少は Theorem 2 から予想される
ものであるが, Theorem 2 はさらにその減少の割合 τ が

τ � a · ρ

r
=

ρ · max
{
ρ/R1, R2/ρ,

√
p
}

r
, (4.4)

で評価できることを示している. 図 3に減少の割合 τ の Theorem 2による評価と数値実験
による値の比較を示す. 図 3より Theorem 2は τ について良い評価を与えていることがわ
かる.
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図 2: 仮想電荷点の個数 N に対する誤差の減少.
(a) r に対する依存性, (b) p に対する依存性.

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

ta
u

r

Theoretical estimate
Experimental result

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

ta
u

p

Theoretical estimate
Experimental result

(a) (b)

図 3: 誤差の指数的減少の比率 τ の変化とその理論評価.
(a) r に対する依存性, (b) p に対する依存性.
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4.2 Cauchyデータがノイズを含む場合

次に Cauchy データにノイズを含む場合に対する数値実験を示す. Cauchy データを与え
る円周および仮想電荷の配置については前節と同一のものを用い, データ生成関数は前節と
同一のもので p = 0.3 に固定した. またデータに対するノイズは一様乱数で与え

||fε − f ||L∞

||f ||L∞
=

||gε − g||L∞

||g||L∞
= 1.0%, 0.1%, 0.01%, 0.001%, 0.0001% (4.5)

とした.
図 4に r = 0.6 および r = 0.8 の円周上における最大誤差の仮想電荷点の個数 N に対す

る変化を示す. 図 4より誤差は始め指数関数的に減少するが, ある場所で指数関数的増加に
転じ, L字型の変化を示すことがわかる. この結果は式 (3.5)の評価が妥当であることも同時
に示している.
次に Theorem 4 の検証について示す. 図 5に N として Theorem 4 の式 (3.7)で評価され

る NH(ε) をとった場合の誤差のノイズの大きさに対する変化を示す. 図 5より両対数グラ
フ上で直線状になることから Hölder の意味の安定性が得られていることが確認できる. ま
た図 6に図 5から評価される Hölder 安定性の冪の値と Theorem 4 から評価される値との
比較を示す. 図 6より Theorem 4 は Hölder 安定性の冪について良い評価を与えているこ
とがわかる.

5 n次元超球面上で定義された関数の数値積分への応用

本節では第 2節に示した Laplace 方程式の Cauchy 問題に対する代用電荷法の適用法を,
n-次元超球面上で定義された関数の数値積分法に応用する方法を示す [20].

Sn−1 を n-次元 Euclid 空間上の単位超球面 {x ∈ R
n | |x| = 1} とし, f, g を Sn−1 上で

定義された関数とする. この f, g について, その積の Sn−1 上における積分

I(f, g) ≡
∫

Sn−1

f(x)g(x)dσ(x), (5.1)

の近似計算法について考える. なお, 式 (5.1) に示した積型の積分は近年, 逆問題の解法の中
で数多く利用されていることを注記しておく [5, 6, 15, 17, 22].

5.1 関数 f, g の近似関数の構成

本報告で提案する示す手法では, 関数 f と g の近似に別々の代用電荷法を適用する.
まず関数 f について示す. 点 xf

j , j = 1, 2, · · · , Nf を Sn−1 上にとる. これを用いて関数
f の近似関数 f̃ を

f̃(x) ≡ Qf
0 +

Nf∑
j=1

Qf
j E(x, Kfxf

j ), (5.2)

で構成する. ただし, Kf > 1 であり, E(·, ·) は n 次元 Laplace 方程式の基本解である. 未
定係数 Qf

j は

f̃(xf
j ) = f(xf

j ), j = 1, 2, · · · , Nf , (Sn−1 上における選点条件) (5.3)

Nf∑
j=1

Qf
j = 0, (不変条件) (5.4)
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図 4: ノイズを含む Cauchy データに対する数値解の誤差の変化. (a) r = 0.6 (b) r = 0.8.
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を満たすように定める.
次に関数 g について示す. 関数 f の場合と同様に 点 xg

j , j = 1, 2, · · · , Ng を Sn−1 上に
とり, Kg > 1 とする. さらに関数 ϕj を

ϕj(x) ≡

⎧⎪⎨⎪⎩
E(x, Kgxg

j ) − E(x,
1

Kg
xg

j ) +
1
2π

log Kg, n = 2,

(Kg)n−2E(x, Kgxg
j ) − E(x,

1
Kg

xg
j ), n ≥ 3,

(5.5)

で定義する. これらを用いて関数 g の近似関数 g̃ を

g̃(x) ≡
Ng∑
j=1

Qg
j

∂ϕj

∂ν
(x), (5.6)

で構成する. ただし
∂

∂ν
は Sn−1 上における外向き法線方向微分を表す. 未定係数 Qg

j は

Sn−1 上における選点条件

g̃(xg
j ) = g(xg

j ), j = 1, 2, · · · , Ng, (5.7)

を満たすように定める.

5.2 積分近似式の構成

関数 f, g の近似関数 f̃ , g̃ の構成において決定された Qf
j , Qg

j を用いて, Sn−1 の内部
Bn ≡ {x ∈ R

n | |x| < 1} で定義された関数

u(x) ≡ Qf
0 +

Nf∑
j=1

Qf
j E(x, Kfxf

j ), v(x) ≡
Ng∑
j=1

Qg
jϕj(x), (5.8)

を考える (ただし, v については
{

1
Kg

xg
j , j = 1, 2, · · · , Ng

}
を除く.). 関数 u, v は次の方

程式を満たすことが容易にわかる.{
∆u = 0, in Bn,

u = f̃ , on Sn−1,
(5.9)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
∆v =

Ng∑
j=1

Qg
jδ

(
x − 1

Kg
xg

j

)
, in Bn,

∂v

∂ν
= g̃, on Sn−1,

v = 0, on Sn−1.

(5.10)
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式 (5.9), (5.10)および Green の公式より, 次に示す I(f, g) の近似公式を得る.

I(f, g) �
∫

Sn−1

f̃(x)g̃(x)dσ(x) =
∫

Sn−1

u(x)
∂v

∂ν
(x)dσ(x)

=
∫

Sn−1

u(x)
∂v

∂ν
(x)dσ(x) −

∫
Sn−1

∂u

∂ν
(x)v(x)dσ(x)

=
∫

Bn

u(x)∆v(x)dV (x) =
∫

Bn

u(x)
Ng∑
j=1

Qg
jδ(x − 1

Kg
xg

j )dV (x)

=
Ng∑
j=1

Qg
ju

(
1

Kg
xg

j

)
.

=
Ng∑
j=1

Qg
j

⎧⎨⎩Qf
0 +

Nf∑
k=1

Qf
kE

(
1

Kg
xg

j , K
fxf

k

)⎫⎬⎭ .

≡ Ĩ(f, g) (5.11)

Lapalce 方程式の Dirichlet 問題に対する代用電荷法に関する結果 [9], および式 (3.3)より,
数値積分公式 (5.11)による近似誤差は Nf および Ng に対し指数関数的に収束することが
期待できるが, 詳細な理論的 ·数値実験的な検討は今後の課題である.
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On the solvability of the Boussinesq equations

with non-decaying initial data

谷内　靖 ( 信州大学理学部数理自然情報科学科)

1 Introduction

本稿では遠方で減衰しない初期条件に対する 2次元 Boussinesq方程式に対
する大域的可解性について議論する。n次元全空間Rn上の非圧縮性粘性流体
による熱対流は次のBoussinesq方程式によって記述される。

(B)





∂tu−∆u+ u · ∇u+∇p = gθ in t > 0 and x ∈ Rn,

∂tθ −∆θ + u · ∇θ = 0 in t > 0 and x ∈ Rn,

div u = 0 in t > 0 and x ∈ Rn,

u|t=0 = u0, θ|t=0 = θ0 in x ∈ Rn,

ここで、u = (u1(x, t), u2(x, t), · · ·, un(x, t)), θ = θ(x, t), p = p(x, t) はそれぞ
れ流体の速度場、温度分布、および圧力場を記述する未知関数である。また、
g = (g1, g2, · · ·, gn)は与えられた一様な重力加速度である。
これまで、多くの研究者により、様々な領域 Ω上の熱対流が研究されてき

た。（例えば、[1],[5],[4],[18],[19],[20],[21],[6],[7],[13],[14]等を参照）しかし、そ
れらの結果は初期条件 u0, θ0に q-乗可積分性 (q <∞)が課せられている。考え
る領域が全空間や外部領域などの非有界領域の場合、この仮定は、荒っぽく言
うと、初期条件 u0(x), θ0(x)が空間遠方で減衰することを意味している。
一方、初期値に空間遠方での減衰を仮定しない場合の結果として、次のよ

うなものが知れれている。Cannone[3], Giga-Inui-Matsui[9]は、初期速度場 u0

に遠方での減衰を仮定せずに、u0 ∈ L∞(Rn) div u0 = 0 in D′ に対して、
Navier-Stokes方程式：

(N-S)





∂tu−∆u+ u · ∇u+∇p = 0, t ≥ 0, x ∈ Rn,

div u = 0, t ≥ 0, x ∈ Rn,

u|t=0 = u0

の時間局解を構成している。すなわち、ある T > 0とCw([0, T );L∞) に属する
Navier-Stokes方程式の解 uが存在することを示している。Cannone[3]は”mild

solution”の範囲での可解性を示しているのに対し1、 Giga-Inui-Matsui [9]は
1Cannoneは L∞ より広い Besov型の空間に属する初期速度場に対して時間局所解を構成

している。
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古典的な意味での解を構成している。（一意性に関しては、Giga-Inui-Kato-

Matsui[10], J.Kato[15]を参照せよ。）また、次元が２次元の時、Giga–Matsui–

Sawada[11]はこのNavier-Stokes方程式の解が時間大域解になる事を証明して
いる。さらに、Boussinesq方程式に対しても類似の結果が成り立つことがわ
かっている。（Sawadaとの共同研究 [22]）　正確には、[22]において、div u = 0

in D′をみたす初期条件 (u0, θ0) ∈ (L∞(Rn)× Ḃ0
∞,1(R

n))に対して、

(u, θ,∇p) ∈ Cw([0, T );L∞(Rn))×Cw([0, T ); Ḃ0
∞,1(R

n))×C((0, T ); Ḃ0
∞,1(R

n))

(1.1)

を満たす一意な局所解の存在を示した。(ここで、Besov空間 Ḃ0
∞,1 の定義は

Section 2を見よ。) この空間 Ḃ0
∞,1は L∞よりも狭い空間であるが、L∞と同

様に遠方で減衰しない関数を含んでいる。例えば、sin(a · x) + (1 + x2
1)
−1な

どである。さらに、[22]において、初期条件が (u0, θ0) ∈ L∞ × Lq の場合の
２次元 Boussinesq方程式の大域可解性も示した。しかし、この２次元大域解
に関する結果は初期温度分布に減衰条件 θ0 ∈ Lq 　 (1 < q < ∞)を仮定して
いる点で満足いくものではなかった。本稿の目的はこの減衰条件を取り除き、
(u0, θ0) ∈ L∞× Ḃ0

∞,1の条件で２次元Boussinesq方程式の大域可解性を示すこ
とにある。

2 関数空間
Besov空間を導入する。ϕj, j = 0,±1,±2,±3, · · · (Littlewood-Paley decom-

position) を ϕ̂j(ξ) = φ(2−jξ) ∈ C∞0 (Rn), supp φ ⊂ {1/2 < |ξ| < 2} and∑∞
j=−∞ ϕ̂j(ξ) = 1 (ξ 6= 0) をみたすようにとる。
Definition　 1. s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞とおくと

Ḃs
p,q(R

n) ≡ {f ∈ S ′/P ; ‖f‖Ḃs
p,q
<∞}, (Pは多項式全体の集合)

である。ここで、

‖f‖Ḃs
p,q

≡
( ∞∑

j=−∞
(2sj‖ϕj ∗ f‖p)

q

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

‖f‖Ḃs
p,q

≡ sup
−∞<j<∞

(2sj‖ϕj ∗ f‖p), q = ∞.

この空間は (s, p, q)が

s < p/n または s = n/p, q = 1 (2.1)

のとき、つぎの空間と同値である。

Ḃs
p,q
∼= {f ∈ S; ‖f‖Ḃs

p,q
<∞, f =

∞∑
j=−∞

ϕj ∗ f in S ′} (2.2)

そこで今後は、s, p, qが (2.1)を満たすとき、(2.2)の右辺を Ḃs
p,qの定義とする。
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3 Main Result

主定理を紹介する前に、まず、n次元 Boussinesq方程式の局所可解性を述
べる。

Lemma 3.1 (Sawada–Taniuchi[22]). Assume that the initial data (u0, θ0) ∈
L∞(Rn)× Ḃ0

∞,1(R
n) with div u0 = 0 in the sense of distribution. Then there

exist T > 0 and a unique solution (u, θ,∇p) to the n-dimensional Boussinesq

equations with

u ∈ Cw([0, T );L∞) ∩ C1((0, T );L∞) ∩ C((0, T );W 2,∞), (3.1)

θ ∈ C([0, T ); Ḃ0
∞,1) ∩ C1((0, T );L∞) ∩ C((0, T );W 2,∞), (3.2)

∇p ∈ C((0, T ); Ḃ0
∞,1) (3.3)

u · ∇u, gθ ∈ C((0, T ); Ḃ0
∞,1 ∩ Ḃ1

∞,1), (3.4)

∂tu−∆u+ P (u · ∇u) = P (gθ) in L∞, (3.5)

∂tθ−∆θ + u · ∇θ = 0 in L∞, (3.6)

∇p= (1− P )(u · ∇u+ gθ). (3.7)

Here P = {Pkl}1≤l,k≤n = {δkl +RlRk}1≤l,k≤n and Rj = ∂j(−∆)−1/2. Moreover,

T can be estimated from below as

T >
C(n)

(‖u0‖∞ + ‖θ0‖Ḃ0
∞,1

)2 + |g|+ 1
(3.8)

Remarks 1. (B)の解の構成は次の積分方程式の解を見つけることに帰着
される。

(I.E.B)1 u(t) = et∆u0 −
∫ t

0

P∇ · e(t−τ)∆(u⊗ u)(τ)dτ

+

∫ t

0

e(t−τ)∆P (gθ)(τ)dτ +

∫ t

0

e(t−τ)∆f(τ)dτ,

(I.E.B)2 θ(t) = et∆θ0 −
∫ t

0

e(t−τ)∆(u · ∇θ)(τ)dτ,

ここで、{u⊗ u}1≤k,l≤n = {ukul}1≤k,l≤n である。
本稿の主定理を述べる。

Theorem 1 (global existence). Let the initial data (u0, θ0) ∈ L∞(R2) ×
Ḃ0
∞,1(R

2) with div u0 = 0. Then there exists a unique global solution (u, θ,∇p)
to the 2-dimensional Boussinesq equations such that (3.1)-(3.7) hold for T =

∞.
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次にTheorem 1 の証明に使う補題を紹介する。
Boussinesq方程式の第１番目の式の両辺に rot を作用させると、２次元の

場合、
ωt −∆ω + u · ∇ω = rot gθ, (3.9)

が成り立つ。ここで、ω = rot uであり、渦度と呼ばれる。もし、θ0 ∈ Lq

(1 < q <∞)ならば、

‖ω(t)‖L∞+Lq ≤ C ·
{
‖ω0‖∞ + q1/2

(∫ t

0

‖gθ(τ)‖2
qdτ

)1/2
}
,

が成り立ち、これを利用することにより 2次元Boussinesq方程式の大域可解性
が証明できる。([22]) しかし、初期温度分布 θ0 ∈ Ḃ0

∞,1が遠方で減衰しない場
合、上の不等式は使えない。そこで、Lqの代わりに Lq

ul = Lq
unif,locを考える。

Lemma 3.2. Let a ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(R2)) with ∇·a = 0 and let v ∈ L∞(0, T ;L∞(R2))

be a solution to the 2 dimensional vorticity equation

∂

∂t
v −∆v + a · ∇v = ∂jf, in R2 × (0, T ), v|t=0 = v0. (3.10)

Then there holds for all t ∈ [0, T ] and all q ≥ 2

‖v(t)‖Lq
ul
≤ C

(
1 + t+

∫ t

0

‖a(τ)‖∞dτ
)2/q

{
‖v0‖Lq

ul
+ q1/2

(∫ t

0

‖f(τ)‖2
Lq

ul
dτ

)1/2
}

(3.11)

where C is an absolute constant.

4 Theorem 1の証明の概略
Theorem 1の証明の概略を述べる。(3.1)(3.2)より、(u, θ) ∈ C([0, T );W 2,∞)×

C([0, T );W 2,∞ ∩ B0
∞,1)と仮定してもよい。解の存在時間 T が下から (3.8) の

ように評価されているので、大域可解性を示すには、‖u(t)‖∞と ‖θ(t)‖Ḃ0
∞,1
が

有限時間で爆発しないことを証明すればよい。すなわち、

sup
0<t<T

(‖u(t)‖∞ + ‖θ(t)‖Ḃ0
∞,1

) <∞ if T <∞. (4.1)

を示せばよい。(B)の２番目の方程式と (I.E.B)2を使うと、

‖θ(t)‖Ḃ0
∞,1

≤ ‖θ0‖Ḃ0
∞,1

+ Ct1/2( sup
0≤τ≤t

‖u(τ)‖∞)‖θ0‖∞. (4.2)

を得ることができる。よって、

sup
0≤τ<T

‖u(τ)‖∞ <∞, if T <∞. (4.3)
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を示せば (4.1)が言える。[24]で用いた方法と同様の方法で (4.3)を示す。まず、
次の形の Littlewood-Paley分解を考える。

1 = ψ̂N(ξ) +
∑
j≥N

ϕ̂j(ξ) (ξ ∈ R2, N = 0,±1,±2, · · ·, ),

ここで、ψN = 22Nψ(2N ·) = F−1(1−∑
j=N ϕ̂j). この分解を使うと、

‖u(t)‖∞ ≤ ‖ψN ∗ u(t)‖∞ +
∞∑

j=N

‖ϕj ∗ u(t)‖∞ ≡ J1 + J2. (4.4)

を得る。次に J1と J2を別々の方法によって評価してやる。(このような議論は
Serfati[23]やVishik[25]が用いている。) (I.B.E)1,(I.B.E)2を用いると、 0 ≤
s ≤ t < T に対し、

J1 ≤ C0‖u(s)‖∞ + C12
N( sup

0≤τ≤t
‖u(τ)‖∞)2(t− s)

+C2|g|‖θ0‖Ḃ0
∞,1

(t− s) + C3|g|2N( sup
0≤τ≤t

‖u(τ)‖∞)‖θ0‖∞(t2 − s2)

を得る。ここで、C0 = ‖ψ‖L1 ≥ ψ̂(0) = 1である。J2の評価には、Biot-Savart

の法則から出てくる次の関係を使う：

ϕj ∗ u =

(
(−∆)−1 ∂

∂x2

ϕj ∗ ω, −(−∆)−1 ∂

∂x1

ϕj ∗ ω
)
,

‖ϕj ∗ u‖∞ ≤ C2−j‖ϕj ∗ ω‖∞.

ここで、ω = rot uであり、ω は渦度とよばれる。ω は (3.9)を満たすので、
Lemma 3.2より、

‖ω(t)‖Lq
ul
≤C

(
1 + (t− s)(1 + sup

s<τ<t
‖u(τ)‖∞)

)2/q

× (‖ω(s)‖Lq
ul

+ q1/2(t− s)1/2|g|‖θ0‖∞)

(4.5)

が言える。これらの不等式を使うと、q ≥ 4, s ≤ t < min{T, s+ 1}に対し

J2 ≤ C2−N max{22N/q, 1}
(

1 + sup
s≤τ≤t

‖u(τ)‖∞
)2/q

(‖ω(s)‖Lq
ul

+ q1/2(t− s)1/2)

(4.6)

となる。よって、(4.4)より、q ≥ 4, N = 0,±1,±2, · · · , s ≤ t < min{T, s+ 1}
にたいし、

‖u(t)‖∞ (4.7)

≤ C0‖u(s)‖∞ + C12
N( sup

0≤τ≤t
‖u(τ)‖∞)2(t− s)

+C2|g|‖θ0‖Ḃ0
∞,1

(t− s) + C3|g|2N( sup
0≤τ≤t

‖u(τ)‖∞)‖θ0‖∞(2s+ 1)(t− s)

+C42
−N max{22N/q, 1}

(
1 + sup

s≤τ≤t
‖u(s)‖∞

)2/q

(‖ω(s)‖Lq
ul

+ q1/2(t− s)1/2)
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が従う。簡略化のため、h(t) ≡ 1 + t + sup
0≤τ≤t

‖u(τ)‖∞とおくと、0 ≤ s ≤ t <

min{T, s+ 1}に対し、

h(t) ≤C0(h(s) + t− s) + C12
Nh(t)2(t− s)

+ C2|g|‖θ0‖Ḃ0
∞,1

(t− s) + 2C3|g|2Nh(t)‖θ0‖∞h(s)(t− s)

+ C42
−N max{22N/q, 1}h(t)2/q(‖ω(s)‖Lq

ul
+ q1/2(t− s)1/2)

(4.8)

となる。h(t)は連続関数なので、tを sに十分近くにとると、h(t) ≤ 2C0h(s)

とできる。このような t ∈ [s, T )の上限を s+ τ(s) とおく。すなわち、

τ0(s) ≡ sup{τ ∈ (0, T − s) ; h(s+ τ) ≤ 2C0h(s)}, (τ0(s) ≤ T − s). (4.9)

このとき、h は単調増加関数なので、s ∈ [0, T )に対し、

sup
s≤t<s+τ0(s)

h(t) ≤ 2C0h(s) (4.10)

である。

s ≤ t < s+ min

{
1

4
,

1

4C2|g|‖θ0‖Ḃ0
∞.1

,
1

q2/3
, τ0(s)

}

ととると、(4.8)より、

h(t) ≤C0

(
h(s) +

1

2

)
+ C52

Nh(s)2(t− s)

+ C62
−N max{22N/q, 1}h(s)2/q(‖ω(s)‖Lq

ul
+ q1/6)

(4.11)

を得る。さらにN = 0,±1,±2, · · · ,を適当に選び、t− sが十分小さくなるよ
うに t, sをとると、最終的に

h(t) <
15

8
C0h(s) for all s ≤ t < s+ min{δ(s, q) τ0(s)}, (4.12)

δ(s, q) ≡ min

{
C0/(4C7)

(‖ω(s)‖Lq
ul

+ q1/6)
q

q−2

,
C0/(4C7)

h(s)2/q(‖ω(s)‖Lq
ul

+ q1/6)
,

1

4
,

1

4C2|g|‖θ0‖Ḃ0
∞.1

,
1

q2/3

}

を得る。
ここで、
(A) T <∞ and τ0(s) < T − s for all s ∈ [0, T )

と仮定する。hの連続性と、(4.12), τ0(s)の定義 (4.9)より、

δ(s, q) < τ0(s) (4.13)
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が言え、したがって、

h(t) ≤ 2C0h(s) for all s ≤ t ≤ s+ δ(s, q). (4.14)

となる。
ここで、qk = k + 4とおき、 {tk}∞k=0を次のように定義する。

t0 ≡ 0, tk+1 − tk ≡ δ(tk, qk).

仮定 (A),(4.13)より、

tk < T for all k = 0, 1, 2, · · · , (4.15)

であり、また、(4.14)より、

h(tk) ≤ 2C0h(tk−1) ≤ · · · ≤ (2C0)
kh(0). (4.16)

(4.16)と Lemma 3.2などを使うと、δ(tk, qk)と tk を下から次のように評価で
きる。

δ(tk, qk) ≥ C

(
1

k

) 2
3

, tk =
k−1∑
j=0

δ(tj, qj) ≥ Ck1/3.

(4.15)より、T = ∞となり、(A)に矛盾する。よって、もし T < ∞ならば、
ある s0 ∈ [0, T ) が存在し、

τ0(s0) = T − s0.

となる。(4.10)より、 sup
s0≤t<T

h(t) ≤ 2C0h(s0)を得る。これより、 (4.3)が従う。
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Lq estimates for the Stokes equations
around a rotating body ∗

菱田 俊明 (Toshiaki Hishida)

新潟大学自然科学系
hishida@eng.niigata-u.ac.jp

1 序

3次元物体の周りの非圧縮粘性流の運動は, Navier-Stokes 方程式の外部問題
として定式化される. 物体が運動 (並進, 回転) する場合は興味深いが, 特に
回転の影響を数学的に捉えるため, 物体は回転運動のみするとし, 角速度を
ω = (0, 0, 1)T とする. 変数変換により一定外部領域における問題に書き直す
と, 次節で導出するように, 線型作用素

L = −∆− (ω ∧ x) · ∇+ ω∧ (1.1)

が現れる. ただし, ∧ は外積をあらわす; 従って, (ω∧x) ·∇ = −x2∂x1 +x1∂x2

であり, この非有界係数は剛体の回転をあらわす. この移流作用素により, 物
体が静止 (ω = 0) の場合と比べて, 問題が質的に異なる. その質的な変化は,
定常および非定常の基本解の性質を見ることによりわかる. この研究では, Lq

空間での解析を目指し, 作用素 L の基本的性質を明らかとするべく, 線型定
常問題の解の評価, 特に ∇u および p の Lq 評価を導く. 本稿の結果は, [14]
に基づく. 証明を省いた部分については, これを参照されたい.

2 問題と結果

D ⊂ R3 は滑らかな境界 ∂D をもつ外部領域とする. 物体 Dc が角速度
ω = (0, 0, 1)T で回転するとき, 流体の占める領域は,

D(t) = O(t)D = {y = O(t)x; x ∈ D}
∗本研究は科学研究費補助金基盤研究 C(2), 課題番号 16540143「種々の非有界領域にお

ける非圧縮粘性流の安定性の数学解析」(代表 菱田俊明) の援助を受けている.
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である. ただし,

O(t) =




cos t − sin t 0
sin t cos t 0
0 0 1


 .

いま, 流体の速度 u(y, t) = (u1, u2, u3)
T と圧力 p(y, t) は, Navier-Stokes 方

程式

∂tu + u · ∇yu = ∆yu−∇yp, ∇y · u = 0 (y ∈ D(t), t > 0)

と非同次境界条件

u|∂D(t) = ω ∧ y, u → 0 as |y| → ∞
により支配されている. 変数変換

y = O(t)x, p(y, t) = p′(x, t)

および
O(t)T{u(y, t)− ω ∧ y} = u′(x, t)

あるいは
O(t)T u(y, t) = ũ(x, t)

により, D 上の問題に帰着させよう ([1], [4], [7], [12]). {u′, p′} に対しては,
{

∂tu
′ + u′ · ∇u′ = ∆u′ − 2ω ∧ u′ − ω ∧ (ω ∧ x)−∇p′, ∇ · u′ = 0,

u′|∂D = 0, u′ + ω ∧ x → 0 as |x| → ∞,

となり, コリオリの力 2ω ∧ u′ が現れるが, 数学的には無限遠で増大する境界
条件が大きな困難である. 一方, {ũ, p′} に対しては,

{
∂tũ + ũ · ∇ũ = ∆ũ + (ω ∧ x) · ∇ũ− ω ∧ ũ−∇p′, ∇ · ũ = 0,
ũ|∂D = ω ∧ x, ũ → 0 as |x| → ∞,

に帰せられるが, 無限遠で増大する係数をもつ移流項 (ω ∧ x) · ∇ũ を伴い, こ
の項を粘性項 ∆ũ の単なる摂動と見ることはできない.
このことを,定常および非定常の基本解のレベルで説明しよう. まず, (1.1)

の線型作用素 L の基本解 Γ(x, y) は後の (2.9) のように与えられるが, ω = 0
(ラプラシアン) の場合と異なり, 各点評価 |Γ(x, y)| ≤ C/|x− y| を許さない
(x, y がそれぞれある特定の方向に沿い無限遠へ行くときに満たさない). た
だし, f が良い関数 (例えば台が有界で滑らかな関数) ならば, 方程式 Lu = f
の解は無限遠で O(1/|x|)のように振舞い, 基本解の挙動は複雑で微妙である.
次に, 非定常問題の基本解について, 全空間 R3 において (1.1) の線型作用素
L が L2 上で生成する半群

e−tLf(x) = O(t)T
(
et∆f

)
(O(t)x)
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は, ω = 0 (熱半群 et∆) の場合と異なり, 解析半群でない. ただし, ある種の
弱い平滑性は示される. また, 外部問題の L2 半群 [11] にも同様な平滑性が
ある. 詳しくは, [12], [13].
上の問題 (外部領域における非線型問題) に対して, 弱解の存在 [1] と時

間局所解の一意存在 [12] が, それぞれ適当な初期条件のもとで示されている.
また, 角速度 ω が小さい場合に, 定常解 (元の問題の時間周期解) の一意存在
[8], [19], 時間大域的強解の一意存在 [9] も近年示された. これらの結果は, い
ずれも L2 理論である.
本稿では, 一般な Lq 空間での解析を目指し, 全空間および外部領域にお

ける線型定常問題
Lu +∇p = f, ∇ · u = 0 (2.1)

に対して, その弱解の基本的な Lq 評価

‖∇u‖q + ‖p‖q ≤ C‖f‖−1,q (2.2)

を示す. 結果を述べるために, homogeneous Sobolev 空間 (1 < q < ∞) を導
入しよう; ‖ · ‖q,R3 と ‖ · ‖q をそれぞれ Lq(R3), Lq(D) のノルムとして,

Ŵ 1,q(R3) = C∞
0 (R3)

‖∇·‖q,R3 = {v ∈ Lq
loc(R

3);∇v ∈ Lq(R3)3}/R,

Ŵ 1,q
0 (D) = C∞

0 (D)
‖∇·‖q

=

{ {v ∈ L3q/(3−q)(D);∇v ∈ Lq(D)3, v|∂D = 0} for 1 < q < 3 (= n),
{v ∈ Lq

loc(D);∇v ∈ Lq(D)3, v|∂D = 0} for 3 ≤ q < ∞,

と定める. また, これらの双対空間を

Ŵ−1,q(R3) = Ŵ 1,q/(q−1)(R3)∗, Ŵ−1,q(D) = Ŵ
1,q/(q−1)
0 (D)∗

とし, それぞれのノルムを ‖ · ‖−1,q,R3 と ‖ · ‖−1,q であらわす.
さて, 外部領域 D 上の線型定常問題





−∆u− (ω ∧ x) · ∇u + ω ∧ u +∇p = f in D,

∇ · u = 0 in D,

u = 0 on ∂D,

(2.3)

に対して, f ∈ Ŵ−1,q(D)3, 1 < q < ∞, を与えるとき, (2.3) の弱解
{u, p} ∈ Ŵ 1,q

0 (D)3 × Lq(D) を以下のように定義する:

1. ∇ · u = 0 in Lq(D);
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2. (ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u ∈ Ŵ−1,q(D)3;

3. {u, p} は (2.3)1 を超関数の意味で満たす, すなわち

〈∇u,∇ϕ〉 − 〈(ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u, ϕ〉 − 〈p,∇ · ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 (2.4)

が任意の ϕ ∈ C∞
0 (D)3 に対して成り立つ; このとき, (2.4) は任意の

ϕ ∈ Ŵ
1,q/(q−1)
0 (D)3 に対して満たされる.

外部問題を解析するために, まず全空間 R3 上の問題を非同次発散条件のも
とで考える (その弱解は外部問題の場合と同様に定義される):

−∆u− (ω ∧ x) · ∇u + ω ∧ u +∇p = f, ∇ · u = g in R3. (2.5)

非同次な ∇ · u を課したのは, 後で外部問題の解を cut-off するためである.
主結果は以下のように述べられる.

Theorem 2.1 1 < q < ∞ とし, また

f ∈ Ŵ−1,q(R3)3, g ∈ Lq(R3), (ω ∧ x)g ∈ Ŵ−1,q(R3)3

とする. 問題 (2.5) に対して, Lq 評価

‖∇u‖q,R3 + ‖p‖q,R3 + ‖(ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u‖−1,q,R3

≤ C (‖f‖−1,q,R3 + ‖g‖q,R3 + ‖(ω ∧ x)g‖−1,q,R3)
(2.6)

を満たす弱解 {u, p} ∈ Ŵ 1,q(R3)3 × Lq(R3) が存在し, このクラスで一意であ
る (u に対して定数ベクトルの違いを除いているが, 実際に許される定数ベ
クトルの違いは ω の定数倍である).

Theorem 2.2 3/2 < q < 3, f ∈ Ŵ−1,q(D)3 とする. 問題 (2.3) に対して,
Lq 評価

‖∇u‖q + ‖p‖q + ‖(ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u‖−1,q ≤ C‖f‖−1,q (2.7)

を満たす弱解 {u, p} ∈ Ŵ 1,q
0 (D)3×Lq(D) が存在し, このクラスで一意である.
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全空間上 R3 上で, 少なくとも f ∈ S(R3)3 に対して, 方程式 Lu = f の
解は以下のように明示される:

u(x) =

∫

R3

Γ(x, y)f(y)dy =

∫ ∞

0

O(t)T
(
et∆f

)
(O(t)x)dt. (2.8)

この積分核

Γ(x, y) =

∫ ∞

0

O(t)T Et(O(t)x− y)dt (2.9)

が, (1.1) の作用素 L の基本解である; ただし,

Et(x) = t−3/2E(x/
√

t), E(x) = (4π)−3/2e−|x|
2/4.

Fourier side での解の表示は,

û(ξ) =

∫ ∞

0

O(t)T e−|ξ|
2tf̂(O(t)ξ)dt

である. 所望の Lq 評価を示すには, f = ∇ ·F, F ∈ C∞
0 (R3)9 のときに, 対応

F 7→ ∇u を与える積分作用素の Lq 有界性を調べればよい. この作用素の積
分核 K(x, y) は, (2.9) の基本解 Γ(x, y) を用いて,

K(x, y) = −∇x∇yΓ(x, y) (2.10)

とあらわされるが, これの各点評価 |K(x, y)| ≤ C/|x− y|3 は (その不成立を
きちんと示したわけではないが) 期待できそうにない. すなわち, Calderón-
Zygmund 型ではないように見える. 実は, L2 有界性は容易に示される. し
かし, 弱 L1 評価 ‖Tf‖1,∞ ≤ C‖f‖1 は難しいので, 本研究では Calderón-
Zygmund の議論のル一トをたどらず, {∇2u,∇p} を Lq 評価した [6] による
解析を徹底させる (物体の回転だけでなく回転軸方向への並進も伴う場合の
{∇2u,∇x3u,∇p} の評価は Farwig [5] による). q ∈ (2,∞) に対する Lq 有界
性の証明の方針は, ξ-空間の 2進分解を用いて (2.10) の積分核 K を分解した
上で, square function および maximal function を用いて評価する. q ∈ (1, 2)
に対しては, adjoint を調べる.
外部問題は, cut-offテクニックにより解析される. 全空間と異なり, Theo-

rem 2.2では,指数の制限n/(n−1) = 3/2 < q < 3 = nがある. 通常の Stokes
外部問題 (ω = 0 の場合) に対しては, 空間次元 n ≥ 3 のとき, Theorem 2.2
が Borchers-Miyakawa [2], Galdi-Simader [10], Kozono-Sohr [15], [16] によ
り示され, q についての上記の制限は最良である (改良されない); すなわち,

q > n/(n− 1) は任意の f ∈ Ŵ−1,q(D)n に対する Theorem 2.2 のクラスでの
可解性のために必要であり, 一方 q < n はそのクラスでの解の一意性のため
に必要である. 既に述べたように, (1.1) の基本解の挙動はラプラシアン (あ
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るいは通常の Stokes 作用素) のそれと比べて少し悪いが, Lq の枠組みで線型
問題を捉える限りでは, ω = 0 の場合と同じ結果が得られることを Theorem
2.2 は主張している.
しかし, Theorem 2.2 における制限 q > 3/2 のために, この定理だけで

定常 Navier-Stokes 方程式を解くことはできない. 何故なら, ‖u · ∇u‖−1,q ≤
C‖∇u‖2

q が成立するのは, q = 3/2 = n/2 のとき, かつこのときに限るから
である. 上記のように L3/2 では狭すぎて可解性が得られないので, 我々は関
数空間を拡げないといけない. ω = 0 の場合の [17], [18] による解析を見る
と, 非線型の解を構成しうる空間の候補のひとつとして Lorentz空間, 特に弱
L3/2 空間 L

3/2
w (3 ∇u) が挙げられるが, (1.1) の基本解の微分はこの空間に入

らないように見えるため単純でなく, 基本解をさらに詳しく調べる必要があ
ろう. このことについては, 別の機会に論じたい.

3 全空間の問題

Theorem 2.2 は, 次の定理から従う.

Theorem 3.1 1 < q < ∞, f ∈ Ŵ−1,q(R3)3 とする. 方程式

Lu ≡ −∆u− (ω ∧ x) · ∇u + ω ∧ u = f in R3 (3.1)

に対して, Lq 評価

‖∇u‖q,R3 + ‖(ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u‖−1,q,R3 ≤ C‖f‖−1,q,R3 (3.2)

を満たす弱解 u ∈ Ŵ 1,q(R3)3 が存在し, このクラスで一意である (定数ベク
トルの違いを除いているが, 実際に許される定数ベクトルの違いは ω の定数
倍である).

まず, 基本解の挙動について,

Proposition 3.1

|x− y||Γ(x, y)| ≤ C, ∀(x, y) ∈ R3 × R3,

を満たす定数 C > 0 は存在しない.

Proof.

|Γ(x, y)| > Γ33(x, y) =

∫ ∞

0

Et(O(t)x− y)dt

の右辺を下から評価すると, 例えば, xρ = (ρ, 0, 0)T , yρ = (0, ρ, 0)T に対して,

Γ33(xρ, yρ) =

∫ ∞

0

(4πt)−3/2e−ρ2(1−sin t)/2tdt ≥ C log ρ

ρ
, ∀ρ > 1,
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が成り立つ (C > 0 は ρ に依らない). これを示そう. t = π/2 + 2kπ の近く
を取り出すと,

Γ33(xρ, yρ) ≥
∞∑

k=0

Jk(ρ) ≥
[ρ2]∑

k=1

Jk(ρ).

ただし,

Jk(ρ) =

∫ π/6

−π/6

{4π(t + π/2 + 2kπ)}−3/2e−ρ2(1−cos t)/2(t+π/2+2kπ)dt.

特に, k ≥ 1 のとき,

Jk(ρ) ≥ (12kπ2)−3/2

∫ π/6

−π/6

e−ρ2(1−cos t)/4kπdt

≥ 2(12kπ2)−3/2

∫ π/6

0

e−ρ2t2/8kπdt =
C

kρ

∫ √
πρ/12

√
2k

0

e−t2dt.

さらに, k ≤ ρ2 ならば,

Jk(ρ) ≥ C

kρ

∫ √
π/12

√
2

0

e−t2dt =
C

kρ

となるので,

Γ33(xρ, yρ) ≥ C

ρ

[ρ2]∑

k=1

1

k
≥ C

ρ

∫ ρ2

1

ds

s
=

C log ρ

ρ
,

を得る. ¤
Theorem 3.1 を証明するには, 次の補題により, f = ∇ · F, F ∈ C∞

0 (R3)9

のときに,

‖∇u‖q,R3 ≤ C‖F‖q,R3 , (3.3)

を示せばよい.

Lemma 3.1 (Kozono and Sohr [15, Lemma 2.2, Corollary 2.3]) Ω ⊂ Rn(n ≥
2) を任意の領域とし, 1 < q < ∞ とする. 任意の g ∈ Ŵ−1,q(Ω) に対して,
G ∈ Lq(Ω)n が存在して,

∇ ·G = g, ‖G‖q,Ω ≤ C‖g‖−1,q,Ω

が成り立つ. 従って, 空間 {∇ ·G; G ∈ C∞
0 (Ω)n} は, Ŵ−1,q(Ω) の中で稠密で

ある.
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そこで, 作用素

TF (x) = ∇u(x) = −
∫

R3

∇x∇yΓ(x, y) : F (y)dy (3.4)

を調べる. ただし,

(∇yΓ(x, y) : F (y))` =
∑

1≤µ,ν≤3

∂yνΓ`µ(x, y)Fµν(y) (1 ≤ ` ≤ 3).

Proposition 3.1 にもかかわらず, L2 評価は,

(T̂F )(ξ) = −ξ ⊗
∫ ∞

0

O(t)T e−|ξ|
2t(O(t)ξ) · F̂ (O(t)ξ)dt

を用いると,

‖TF‖2
2,R3 = ‖T̂F‖2

2,R3 ≤
∫

R3

|ξ|4
{∫ ∞

0

e−|ξ|
2t|F̂ (O(t)ξ)|dt

}2

dξ

≤
∫

R3

|ξ|2
∫ ∞

0

e−|ξ|
2t|F̂ (O(t)ξ)|2dtdξ

=

∫ ∞

0

∫

R3

|ξ|2e−|ξ|2t|F̂ (ξ)|2dξdt = ‖F̂‖2
2,R3 = ‖F‖2

2,R3

となり, 容易である.
さて, F = (Fµν)1≤µ,ν≤3 に対して, (3.4) の各成分

TF =
(
T (`,m)F

)
1≤`,m≤3

は,

T (`,m)F (x) = ∂xmu`(x)

=
∑

µ,ν,k

∫ ∞

0

O(t)T
`µO(t)km(H t

kν ∗ Fµν)(O(t)x)
dt

t
,

(3.5)

のようになる. ただし, H = (Hkν)1≤k,ν≤3 は E のヘッセ行列, すなわち

Hkν(x) = ∂xν∂xk
E(x), H t

kν(x) = t−3/2Hkν(x/
√

t). (3.6)

また, 作用素 T の adjoint の各成分

T ∗G =
(
T ∗(µ,ν)G

)
1≤µ,ν≤3
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については, G = (G`m)1≤`,m≤3 に対して,

T ∗(µ,ν)G(y) =
∑

k,`,m

∫ ∞

0

O(t)T
`µO(t)km

∫

R3

H t
kν(O(t)x− y)G`m(x)dx

dt

t
, (3.7)

となるが, 作用素 T と平行な議論が可能である.
まず,

∞∑
j=−∞

η̂j(ξ) = 1 (ξ ∈ R3 \ {0})

を Littlewood-Paley 2進分解とする. β ∈ C∞((0,∞); [0, 1]) は区間 (0, 1] 上
で β ≡ 1, 区間 [2,∞) 上で β ≡ 0 をみたすものとし, 各 j ∈ Z に対して関数
ηj(x) を η̂j(ξ) = β(2−j|ξ|)− β(2−j+1|ξ|) により定めるとよい. このとき,

supp η̂j ⊂ {ξ; 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1} (3.8)

と上記の分解が成り立つ. (3.6)の H を,

Hkν =
∞∑

j=−∞
Hkν,j, Hkν,j = (2π)−3/2ηj ∗Hkν

(
Ĥkν,j = η̂jĤkν

)

のように分解する. 次の補題は初等的であるが, 基本的な役割を果たす.

Lemma 3.2 ψ(x) = (1 + |x|2)−2 とおくとき, x ∈ R3, j ∈ Z および 1 ≤
k, ν ≤ 3 に依らない定数C > 0 があって,

|Hkν,j(x)| ≤ C2−2|j|ψ2−2j

(x). (3.9)

ただし, ψt(x) = t−3/2ψ(x/
√

t).

(3.5) および (3.7) において, H をHj = (Hkν,j)1≤k,ν≤3 に取り替えること
により, 作用素 T および T ∗ を分解する:

Tj =
(
T

(`,m)
j

)
1≤`,m≤3

, T ∗
j =

(
T
∗(µ,ν)
j

)
1≤µ,ν≤3

,

ここに,

T
(`,m)
j F (x) =

∑

µ,ν,k

∫ ∞

0

O(t)T
`µO(t)km(H t

kν,j ∗ Fµν)(O(t)x)
dt

t
, (3.10)
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T
∗(µ,ν)
j G(y) =

∑

k,`,m

∫ ∞

0

O(t)T
`µO(t)km

∫

R3

H t
kν,j(O(t)x−y)G`m(x)dx

dt

t
. (3.11)

ただし, H t
kν,j(x) = t−3/2Hkν,j(x/

√
t). すなわち,

Ĥ t
kν,j(ξ) = Ĥkν,j(

√
tξ) = η̂j(

√
tξ)Ĥkν(

√
tξ),

であるので, (3.8) より,

supp Ĥ t
kν,j ⊂

{
ξ; 2j−1√

t
≤ |ξ| ≤ 2j+1√

t

}
. (3.12)

(3.10) の T
(`,m)
j F , および (3.11) の T

∗(µ,ν)
j G を評価するために, 次のよう

な Littlewood-Paley の square function

Sv(x) =

{∫ ∞

0

|(φs ∗ v)(x)|2ds

s

}1/2

を用いる. ただし, {φs}s>0 ⊂ S(R3
x) は,

∫

R3

φs(x)dx = 0;

∫ ∞

0

φ̂s(ξ)2ds

s
= 1 (ξ ∈ R3 \ {0}) (3.13)

および

supp φ̂s ⊂
{

ξ; 1
2
√

s
< |ξ| < 2√

s

}
(3.14)

をみたす球対称関数族である. γ ∈ C∞
0 (1/2, 2) を

∫ 2

1/2

γ(σ)2dσ

σ
=

1

2

が満たされるように取り, φ(x) を φ̂(ξ) = γ(|ξ|) により定め, s > 0 に対して,

φs(x) = s−3/2φ(x/
√

s)
(
φ̂s(ξ) = γ(

√
s|ξ|)

)

とおけばよい.
さて, ‖S · ‖q,R3 は ‖ · ‖q,R3 と同値なノルムとなる [22, Chapter I, 8.23]

(‖Sv‖q,R3 ≤ C‖v‖q,R3 は (3.13)の最初の条件だけから成り立つが, 逆の不等
式 ‖v‖q,R3 ≤ C‖Sv‖q,R3 は (3.13)の後の条件も用いて示される). 従って,

79



‖T (`,m)
j F‖2

q,R3 ≤ C‖ST
(`,m)
j F‖2

q,R3 = C‖(ST
(`,m)
j F )2‖q/2,R3 . (3.15)

以下, 1 < q/2 < ∞ を仮定する. w ∈ Lq/(q−2)(R3) に対して,

〈(ST
(`,m)
j F )2, w〉 ≡

∫

R3

w(x)

∫ ∞

0

|(φs ∗ T
(`,m)
j F )(x)|2ds

s
dx (3.16)

を評価しよう. (3.10) を代入すると, まず (3.12) と (3.14) から,

I(s, j) = [22j−4s, 22j+4s]

とおくとき, t /∈ I(s, j) に対して φ̂s(ξ)Ĥ t
kν,j(ξ) ≡ 0 であるので, φs が球対称

であることにも注意して,

(φs ∗ T
(`,m)
j F )(x)

=
∑

µ,ν,k

∫

I(s,j)

O(t)T
`µO(t)km(φs ∗H t

kν,j ∗ Fµν)(O(t)x)
dt

t

となり, Schwarz の不等式を 2度用いると,

|(φs ∗ T
(`,m)
j F )(x)|2

≤ C
∑

µ,ν,k

∫

I(s,j)

dt

t

∫

I(s,j)

{∫

R3

|H t
kν,j(O(t)x− y)||(φs ∗ Fµν)(y)|dy

}2
dt

t

≤ 8(log 2) C
∑

µ,ν,k

‖Hkν,j‖1,R3

∫

I(s,j)

(|H t
kν,j| ∗ |φs ∗ Fµν |2

)
(O(t)x)

dt

t
.

これより, (3.16) は,

|〈(ST
(`,m)
j F )2, w〉|

≤ C
∑

µ,ν,k

‖Hkν,j‖1,R3

∫ ∞

0

∫

I(s,j)

∫

R3

|w(O(t)T x)| (|H t
kν,j| ∗ |φs ∗ Fµν |2

)
(x)dx

dt

t

ds

s

= C
∑

µ,ν,k

‖Hkν,j‖1,R3

∫ ∞

0

∫

R3

|(φs ∗ Fµν)(x)|2

∫

I(s,j)

(
|H̃ t

kν,j| ∗ |w(O(t)T ·)|
)

(x)
dt

t
dx

ds

s
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のように評価される. ただし, H̃ t
kν,j はH t

kν,j の reflection,すなわち, H̃ t
kν,j(x) =

H t
kν,j(−x) である. ここで,

M
(k,ν)
j w(x) = sup

r>0

∫ 24r

2−4r

(
|H̃ t

kν,j| ∗ |w(O(t)T ·)|
)

(x)
dt

t
(3.17)

とおくと,

|〈(ST
(`,m)
j F )2, w〉| ≤ C

∑

µ,ν,k

‖Hkν,j‖1,R3

∫

R3

M
(k,ν)
j w(x)SFµν(x)2dx. (3.18)

同様に, adjoint に対しても,

|〈(ST
∗(µ,ν)
j G)2, w〉| ≤ C

∑

k,`,m

‖Hkν,j‖1,R3

∫

R3

M(k,ν)
j w(y)SG`m(y)2dy. (3.19)

ただし,

M(k,ν)
j w(y) = sup

r>0

∫ 24r

2−4r

(|H t
kν,j| ∗ |w|

)
(O(t)y)

dt

t
. (3.20)

評価を続けるには, j → ±∞ でのM
(k,ν)
j w,M(k,ν)

j w および ‖Hkν,j‖1,R3 の
挙動を調べないといけない. そのために, Lemma 3.2および Hardy-Littlewood
の maximal function

Mg(x) = sup
r>0

1

|Br(x)|
∫

Br(x)

|g(y)|dy (3.21)

に対する Lp 有界性の以下のような variant を用いる.

Lemma 3.3 1 < p ≤ ∞, I = (0, 2π) とする. 1次元の (3.21)に対して, 定
数 C = C(p) > 0 が存在して,

‖Mg‖p,I ≤ C‖g‖p,I

が任意の R 上の 2π-周期関数 g ∈ Lp(I) に対して成り立つ.

Proposition 3.2 1 < p < ∞ とするとき, j ∈ Z と 1 ≤ k, ν ≤ 3 に依らな
い定数C = C(p) > 0 が存在して,

‖M (k,ν)
j w‖p,R3 ≤ C2−2|j|‖w‖p,R3 , ‖M(k,ν)

j w‖p,R3 ≤ C2−2|j|‖w‖p,R3 .
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Proof. reflection H̃kν,j(x) も (3.9) を満たすことに注意. 2−4r ≤ t ≤ 24r に対
して ψ2−2jt(x) ≤ Cψ2−2jr(x) より,

0 ≤ M
(k,ν)
j w(x) ≤ C2−2|j| sup

r>0

∫ 24r

2−4r

∫

R3

ψ2−2jt(x− y)|w(O(t)T y)|dy
dt

t

≤ C2−2|j| sup
r>0

∫

R3

ψ2−2jr(x− y)

∫ 24r

2−4r

|w(O(t)T y)|dt

t
dy.

ここで,

Rw(x) = sup
r>0

∫ 24r

2−4r

|w(O(t)T x)|dt

t
(3.22)

とおく. これと maximal function (3.21) を用いると,

M
(k,ν)
j w(x) ≤ C2−2|j| sup

t>0
(ψt ∗Rw)(x)

≤ C2−2|j|(MRw)(x)

∫

R3

ψ(y)dy

が成り立つ ([22, Chapter II, 2.1]). maximal operator M の Lp 有界性 ([21,
Chapter I, 1.3]) より, Rw ∈ Lp(R3) である限り,

‖M (k,ν)
j w‖p,R3 ≤ C2−2|j|‖Rw‖p,R3 .

あとは, Rの Lp有界性を示せばよい. 円筒座標x1 = ρ cos θ, x2 = ρ sin θ, x3 =
z を用いて, w(ρ,z)(θ) = w(ρ cos θ, ρ sin θ, z) とおくと,

Rw(x) = sup
r>0

∫ 24r

2−4r

|w(ρ,z)(θ − t)|dt

t
≤ 29(Mw(ρ,z))(θ).

Lemma 3.3 より, ‖Mw(ρ,z)‖p,I ≤ C‖w(ρ,z)‖p,I が成り立つので,

‖Rw‖p
p,R3 ≤ C

∫

R

∫ ∞

0

ρ

∫ 2π

0

(Mw(ρ,z))(θ)
pdθdρdz

≤ C

∫

R

∫ ∞

0

ρ

∫ 2π

0

w(ρ,z)(θ)
pdθdρdz = C‖w‖p

p,R3

を得る. (3.22) の代わりに

Rw(x) = sup
r>0

∫ 24r

2−4r

|w(O(t)x)|dt

t
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を用いれば, M(k,ν)
j の評価も同様に示される. ¤

Proof of Theorem 3.1. (3.9) から従う

‖Hkν,j‖1,R3 ≤ C2−2|j|
∫

R3

ψ(x)dx

と Proposition 3.2 より, (3.18) から,

|〈(ST
(`,m)
j F )2, w〉| ≤ C

∑

µ,ν,k

‖Hkν,j‖1,R3‖M (k,ν)
j w‖q/(q−2),R3‖SFµν‖2

q,R3

≤ C
(
2−2|j|)2 ‖w‖q/(q−2),R3

∑
µ,ν

‖Fµν‖2
q,R3

が任意の w ∈ Lq/(q−2)(R3) に対して成り立つ. duality と (3.15) により,
F ∈ C∞

0 (R3)9, j ∈ Z および 1 ≤ `,m ≤ 3 に依らない C > 0 が存在して,

‖T (`,m)
j F‖q,R3 ≤ C2−2|j|‖F‖q,R3 . (3.23)

従って, 2 < q < ∞ ならば,

T =
(
T (`,m)

)
1≤`,m≤3

, T (`,m) =
∞∑

j=−∞
T

(`,m)
j

は Lq(R3)9 上の有界作用素として well-defined である. 1 < q < 2 のときは,
(3.7) の adjoint T ∗ が Lq/(q−1) 有界であることから従う.

一般な f ∈ Ŵ−1,q(R3)3 に対しては, Lemma 3.1 を使って,

∇ · F = f, ‖F‖q,R3 ≤ C‖f‖−1,q,R3 (3.24)

となる F ∈ Lq(R3)9 を取り, これを Fk ∈ C∞
0 (R3)9 によって ‖Fk −F‖q,R3 →

0 (k →∞) のように近似する. f = ∇ · Fk に対して, (2.8) により与えられる
解を uk とする. 各 k と m ∈ N に対して, 定数ベクトル b

(m)
k ∈ R3 を,

∫

Bm

(uk(x) + b
(m)
k )dx = 0

を満たすように取ると, Poincaré の不等式と (3.3) により,

‖uk + b
(m)
k ‖q,Bm ≤ Cm‖∇uk‖q,Bm ≤ Cm‖∇uk‖q,R3 ≤ Cm‖Fk‖q,R3

となる. これより, u(m) ∈ W 1,q(Bm)3 と V ∈ Lq(R3)9 が存在して,

‖uk + b
(m)
k − u(m)‖q,Bm → 0, ‖∇uk − V ‖q,R3 → 0 (k →∞)
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となるが, ∇u(m)(x) = V (x) (a.a. x ∈ Bm) である. まず,

ũ = u(1) on B1; bk = b
(1)
k

とおく. 次に, m = 2 の場合を考えると, ∇u(2)(x) = V (x) = ∇u(1)(x) =
∇ũ(x) (a.a. x ∈ B1 ⊂ B2) より, 差 u(2)(x)− ũ(x) =: a は定数ベクトルで,

|B1|1/q|b(2)
k − bk − a| = ‖b(2)

k − bk − a‖q,B1

≤ ‖uk + bk − ũ‖q,B1 + ‖uk + b
(2)
k − u(2)‖q,B2 → 0 (k →∞).

(3.25)

そこで, ũ を
ũ = u(2) − a on B2

のように拡張する. このとき, (3.25) より, k →∞ のとき,

‖uk + bk − ũ‖q,B2 ≤ ‖uk + b
(2)
k − u(2)‖q,B2 + |B2|1/q|b(2)

k − bk − a| → 0.

m = 3, 4, · · · に対しても, この手続きを繰り返す; induction により, 関数
ũ ∈ Ŵ 1,q(R3)3 が存在して, すべての m ∈ N に対して,

‖uk + bk − ũ‖q,Bm + ‖∇uk −∇ũ‖q,R3 → 0 (k →∞). (3.26)

(1.1) の作用素 L を用いて書くと, (3.26) と Luk = ∇ · Fk から, k → ∞ の
とき,

Lbk = ω ∧ bk = L(uk + bk)−∇ · Fk → Lũ−∇ · F in D′(R3)3.

しかしそのとき, ω ∧ bk → ω ∧ b = Lb となる定数ベクトル b ∈ R3 がある
ので,

L(ũ− b) = ∇ · F in D′(R3)3,

すなわち u = ũ− b が求める解であり, (3.26) から ‖∇uk−∇u‖q,R3 → 0 であ
るので, この解 u に対しても評価 (3.3) が成立する. このことと (3.24) を併
せて, 評価 (3.2) を得る.
一意性を示そう. adjoint の問題

L∗v ≡ −∆v + (ω ∧ x) · ∇v − ω ∧ v = ∇ · F (3.27)

を F ∈ C∞
0 (R3)9 に対して考えると,

v(x) =

∫ ∞

0

O(t)
(
et∆∇ · F)

(O(t)T x)dt
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が解である. (2.8) に対するのと同じ議論により, 任意の r ∈ (1,∞) に対して
v ∈ Ŵ 1,r(R3)3であり, ‖∇v‖r,R3 ≤ C‖F‖r,R3 が成り立つ. さて, u ∈ Ŵ 1,q(R3)3

を Lu = 0 in Ŵ−1,q(R3)3 の弱解とする. v をそのテスト関数として取ると,

〈Lu, v〉 = 0.

同様に, u を (3.27) in Ŵ−1,q/(q−1)(R3)3 のテスト関数として取ると,

〈u, L∗v〉 = 〈u,∇ · F 〉.

これらより, 〈u,∇ · F 〉 = 0 を得る. F ∈ C∞
0 (R3)9 は任意より, Lemma 3.1

から, u = 0 in Ŵ 1,q(R3)3 を得る. すなわち, u は定数ベクトルであるが,
ω ∧ u = 0 より, ω の定数倍でなくてはならない. ¤
次の補題も用いて, Theorem 2.1 の証明を完成させる.

Lemma 3.4 v ∈ S ′(R3) は,

−∆v − (ω ∧ x) · ∇v = 0 in R3

の解とすると, supp v̂ ⊂ {0}.

Proof of Theorem 2.1. 等式

∇ · [(ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u] = (ω ∧ x) · ∇(∇ · u) = ∇ · [(ω ∧ x)∇ · u]

より, (2.5) から

p = −∇ · (−∆)−1[f +∇g + (ω ∧ x)g]

を得るが, (−∆)−1 : Ŵ−1,q(R3) → Ŵ 1,q(R3) は有界作用素であるから,

‖p‖q,R3 ≤ C‖f +∇g + (ω ∧ x)g‖−1,q,R3 . (3.28)

これより,

‖f −∇p‖−1,q,R3 ≤ C (‖f‖−1,q,R3 + ‖∇g + (ω ∧ x)g‖−1,q,R3) . (3.29)

Theorem 3.1 により, Lu = f −∇p の解 u ∈ Ŵ 1,q(R3)3 が得られるが,

(∆ + (ω ∧ x) · ∇)(∇ · u− g) = 0

より, Lemma 3.4 から∇ · u = g in Lq(R3) もわかる. 評価 (3.2), (3.29) およ
び (3.28) を併せると, (2.6) を得る. ¤
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4 外部問題

Theorem 2.2 を証明するには, 全空間に対する Theorem 2.1 と 有界領域に対
する次の補題を組み合わせる. 有界領域上では, (ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u を右辺
に回せばよいので, 通常の Stokes 方程式に対する結果で間に合う.

Ω ⊂ R3 を滑らかな境界 ∂Ω をもつ有界領域とし, 非同次発散条件を伴う
問題

−∆u +∇p = f, ∇ · u = g in Ω; u|∂Ω = 0 (4.1)

を考える.

Lemma 4.1 (Cattabriga [3], Solonnikov [20], Kozono and Sohr [15]) Ω は
上記のとおりとし, 1 < q < ∞ とする. また,

f ∈ W−1,q(Ω)3, g ∈ Lq(Ω),

∫

Ω

g(x)dx = 0

を仮定する. 問題 (4.1) の Lq 評価

‖∇u‖q,Ω + ‖p− p‖q,Ω ≤ C (‖f‖−1,q,Ω + ‖g‖q,Ω) (4.2)

を満たす弱解 {u, p} ∈ W 1,q
0 (Ω)3 × Lq(Ω) が存在し, p に対する定数の違いを

除いて一意である. ただし, p =
1

|Ω|
∫

Ω

p(x)dx.

まず, a priori 評価の第 1段として, 次が示される.

Lemma 4.2 3/2 < q < ∞ とする.

{u, p} ∈ Ŵ 1,q
0 (D)3 × Lq(D)

を f ∈ Ŵ−1,q(D)3 に対する問題 (2.3) の弱解とする. ρ > ρ0 > 0 を R3 \D ⊂
Bρ0 となるように固定し, 関数 ψ ∈ C∞

0 (Bρ; [0, 1]) を Bρ0 上で ψ = 1 となる
ように固定する. このとき, C > 0 が存在して,

‖∇u‖q + ‖p‖q + ‖(ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u‖−1,q

≤ C

(
‖f‖−1,q + ‖u‖q,Dρ + ‖p‖−1,q,Dρ +

∣∣∣∣∣
∫

Dρ

ψ(x)p(x)dx

∣∣∣∣∣

)
.

(4.3)

ただし, Dρ = D ∩Bρ.
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(4.3) の右辺第 2項以下には, cut-off による低階の剰余が残っているが, 後
の Proposition 4.2 において, q < 3 のときにこれを取り除く.
次に, f が Ŵ−1,q(D)3 の稠密部分空間 (Lemma 3.1 を見よ) に属する良

い関数の場合に, (2.3) およびその adjoint の問題




−∆v + (ω ∧ x) · ∇v − ω ∧ v −∇π = f in D,

−∇ · v = 0 in D,

v = 0 on ∂D,

(4.4)

の弱解の存在とクラスを調べる.

Lemma 4.3 F ∈ C∞
0 (D)9 とする. f = ∇ · F に対する問題 (2.3) は

u ∈ Ŵ 1,r
0 (D)3, p ∈ Lr(D) for 3/2 < ∀r < ∞ (4.5)

なる弱解 {u, p} をもつ. 同じことが, (4.4) に対しても成り立つ.

まず, 各 DR = D ∩ BR 上において, Lax-Milgram を用いて L2 で解をつ
くるが, a priori 評価 ‖∇uR‖2 ≤ ‖F‖2 があるので,

u ∈ Ŵ 1,2
0 (D)3, p ∈ L2

loc(D)

なる (2.3) の超関数解が得られる (部分列に沿い R →∞ での弱極限として
u をつくり, さらに de Rham により p を得る). この解を cut-off 関数によ
り, 全空間の解と有界領域の解に分けて, Lemma 4.2 の証明と同様な計算を
２回繰り返すことにより, クラス (4.5) が示される.
上の補題の系として, 以下のようなクラスでの解の一意性が成り立つ.

Proposition 4.1 (Uniqueness) 1 < q < 3 とする.

{u, p} ∈ Ŵ 1,q
0 (D)3 × Lq(D)

を f = 0 に対する問題 (2.3) の弱解とする. このとき, {u, p} = {0, 0}.
Lemma 4.2 と Proposition 4.1 から, 次の a priori 評価が示される. これ

と Lemma 4.3 を併せると, Lemma 3.1 を用いた近似の手続きにより, 一般な
f ∈ Ŵ−1,q(D)3 に対する弱解の存在と評価, すなわち Theorem 2.2 が直ちに
示される.

Proposition 4.2 (A priori estimate) 3/2 < q < 3 とする.

{u, p} ∈ Ŵ 1,q
0 (D)3 × Lq(D)

を f ∈ Ŵ−1,q(D)3 に対する問題 (2.3) の弱解とする. このとき, Lq 評価
(2.7) が成り立つ.
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Proof. 評価 (2.7) が成り立たないとする. このとき,

‖∇uk‖q + ‖pk‖q + ‖(ω ∧ x) · ∇uk − ω ∧ uk‖−1,q = 1

および
‖fk‖−1,q → 0 (k →∞)

となる fk ∈ Ŵ−1,q(D)3 と対応する解 {uk, pk} ∈ Ŵ 1,q
0 (D)3 × Lq(D) を取れ

る. このとき,

‖uk‖1,q,Dρ ≤ ‖∇uk‖q,Dρ + C‖uk‖q∗,Dρ ≤ C‖∇uk‖q ≤ C

と ‖pk‖q,Dρ ≤ ‖pk‖q ≤ 1 が成り立つ. ただし, 1/q∗ = 1/q− 1/3, Dρ = D∩Bρ

であり, ‖ · ‖1,q,Dρ はW 1,q(Dρ) のノルムである. 部分列 (再び {uk, pk} であ
らわす) を取り出して, W 1,q(Dρ) × Lq(Dρ) で弱収束, さらに Rellich によ
り, Lq(Dρ)×W−1,q(Dρ) で強収束するようにできる. (4.3) より, {uk, pk} と
{(ω ∧ x) · ∇uk − ω ∧ uk} は, それぞれ Ŵ 1,q

0 (D)3 × Lq(D) と Ŵ−1,q(D)3 にお
いてCauchy 列であるから, k →∞ のときに,

{
‖∇uk −∇u‖q + ‖pk − p‖q → 0,

‖[(ω ∧ x) · ∇uk − ω ∧ uk]− [(ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u]‖−1,q → 0,
(4.6)

となる {u, p} ∈ Ŵ 1,q
0 (D)3 × Lq(D) が存在するが, この {u, p} は f = 0 に対

する (2.3) の弱解である. q < 3 なので, Proposition 4.1 より {u, p} = {0, 0}
であるが, これは

‖∇u‖q + ‖p‖q + ‖(ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u‖−1,q = 1

に反する. ¤
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ペロンの方法 � ��������� �

小池　茂昭　（埼玉大学）

� 序
� � �

�を �有界�開集合とし、� � �����を与える。��を劣調和関数 � � ����������

で、� � � ���上�を満たす関数の集合とする。例えば ��� ��� �	�によると

���� 
� �
�
����

���� は調和関数

となることを �古典的�ペロンの方法という。�����も参照。�

�� �����は、���において、粘性解に対してペロンの方法が広く適用できる事を示し、粘
性解理論の最も基本的な存在定理を完成した。
ところで、粘性解は必ずしも連続でない関数に対して定義されるが、後述するように粘

性解が連続であると、自動的にもっと高い ���
������が導かれる事がある。�����のペロン
の方法によって得られる粘性解は連続とは限らないが、「半連続粘性解に対する比較定理」
が成立する場合には、その連続性は簡単に導かれた。実際、粘性解の比較定理とは

『　粘性劣解 �� � 粘性優解 ��　』

が成立する事であり、�が粘性解ならば、�� � ��となる。�ここで、��は上半連続包・��
は下半連続包である。定義は ���を参照。�定義から�� � ��は自明なので、『 � � �� � ��
』が得られ、�は連続になる。
しかしながら、「半連続粘性解に対する比較定理」が知られていない、もしくは成立しな

い方程式はいくつかある。

【例１】次のような方程式の２次の増大度を持った解を探す。

������ ����� � ����� �� �
�

簡単な計算から、解は少なくとも次の２個ある。

���� �

���
��

�

�
�	� �����


��	 � �����

【例２】具体的には書き表しにくいが、 �線形一様楕円型でも� 係数に不連続性のある場
合に �解�の非一意性が ��	�で得られている。��� �も参照。�
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特に、この例２を考える場合に連続でない係数 �一般には、可測係数� を持った粘性解の
定義が必要となるが、そのため最近、!�"������#!���$���#%&'��#()*�+�'� �	�によって導入さ
れた ��粘性解の概念を用いるべきである。しかしながら、��粘性解の範疇では、例１の
ような非線形項 �������を持った方程式の場合に、小池#()*�+�'�����のような複雑な証明が
必要になる部分がある。�それらは ����では触れてない箇所もあるが、����の技巧を使えば
証明可能である。�

よって、以下述べる結果の��粘性解版は小池 ����を参照していただくとして、本原稿で
は、通常の �!���$���#,�&��流�粘性解に対しての結果を述べる。ちなみに、以下に述べる
結果は通常の粘性解に対しても新しい結果である。

本アブストラクトでは、まず �修正�ペロンの方法を提唱し、�退化も含んだ�２階楕円型
方程式の粘性解の存在定理を導く。更に、一様楕円型方程式に限って、�係数に連続性は仮
定しないが� 我々のペロンの方法で構成した粘性解が比較定理を用いずに �局所ヘルダー�

連続であることを示す。更に、連続性が導かれるとご利益があることを例１で示す。
最後に、半連続粘性解に対してアレクサンドロフ・ベイクルマン・プッチ �-./と略す�

の最大値原理などの基本命題を述べる。

� 準備
次のような完全非線形２階�楕円型�偏微分方程式を考える。�楕円性については後述する。�

���
��
���� � 
��� �� �
 ���

但し、� � �
�は開集合、� 
 �� ��

� � �� � �と 
 
 �� �は既知とする。���におい
て、ここでは簡単のため �変数を入れないこととする。�通常は、左辺に廻す。� ここで、
��は 	� 	実対象行列全体で、次の順序を導入する。

� � � ��
 � � ��� 	
 ��� � � ��
 �� � 0 �
� � �
��

以下の記号を用いる。� � 0と � � �
�に対し、

����� � �� � �
� � ��� �� � ��
 ����� � �� � �

� � 1�2
���������

��� � ��� � ����

とおき、特に � � 0の時、�� � ���0�、�� � ���0�と書く。
更に、非斉次項は次を仮定する。


 � ��
	
���

�� �� � ��� ���

ここで、�� � �	��
 	�は、	と3��にのみ依存する定数である �� �を参照�。0 � � � 3は
後で決める「一様楕円性」の定数である。

定義 � 
 �� �が ���の粘性劣解 ������4 粘性優解� とは、次を満たす事とする。任意の
� � �����と、�� � � ������4 �� � �� の局所最大点 ������4 局所最小点� � � �で、次を満
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たす。
��1
���

���� ��5

����

����
�����
 �������� 
���� � 0

�
�����4 ��1

���
���� �
�


����
����
�����
 �������� 
���� � 0

�
�

� 
 �� �が ���の粘性解とは、�が ���の粘性劣解かつ、粘性優解であることとする。

【注意】��� 上記の「局所最大点 ������4 最小点�」は、下の�の連続性の仮定 �6�の下で、
「局所 �狭義�最大点 ������4 最小点�」とできる。ついでに言えば、��粘性解の場合、この
事実が成り立つためにすら�や 
 に煩わしい仮定が必要である。
���通常の��粘性解では、�����を� ���

	
� ���の代わりに使う。ここでは、�と 
に�に関
しての連続性を仮定してないため上記で ��1 ���� ��5や ��1 ���� �
�を避ける事はできない。
しかしながら、
 に連続性を仮定してないから、�の ���
������は��を期待できず、せ

いぜい� ���
	
� に粘性解が属するのが最良である �つまり、� ���

	
� が「強解」が期待できる最良
の ���
������である�。更に、�テスト関数�が� ���

	
� だから「強解」が上の意味での「粘性
解」になるかどうかは自明でない。これらの事から、上の定義はあくまで以下の議論を見
易くするためのものであり、全体の整合性を見るには ����を参照してほしい。

例１を含めるためにも次の連続性を�に仮定する。
����
���
任意の � � 0
 に対して、次を満たす �� � ���� が存在する。

���0� � 0
 ｜���
  
������
  �
 � ��� � ���� �  ��� �� �� ���

5&� �
  
  � � ��
 �
� � � ���

�6�

� 修正版ペロンの方法
まず、よく知られた「安定性の結果」を述べる。

命題１ �'5� ���� ���と �6�を仮定する。� �� � � �����を ���の粘性劣解の集合とする。
���� 
� �
���� ���� が局所有界ならば、�は ���の粘性劣解になる。

以下、�は次の意味で退化楕円型とする。

� � � ��
 � � ��� �
 ���
  
�� � ���
  
 � � ��
  � �
�� �	�

次に古典解が粘性解になる事に注意しておく。

命題２ ����� �	�� �	�を仮定する。� � �����が

���
�����
 ������� � 
��� ������4 � 0� �� �


を満たせば、�は ���の粘性劣解 ������4 粘性優解�になる。
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以降、���を� � �
�で考える。

���
��
���� � 
��� �� �� ���

我々の修正ペロンの方法による粘性解の存在定理を述べる。

定理３ ���4 �6�4 �	�を仮定する。���の粘性劣解 � � ����� と粘性優解 � � �����が次
を満たすとする。

� � � �� �
� � �

� 
�
�

� � �����
��� � は ���の粘性劣解で � � � � � �� �

� を満たす
�

とし、���� 
� �
���� ����とおくと、�は ���の粘性解となる。

【注意】命題１より、�が粘性優解であることを示すだけでよい。そのため ��������同様、
粘性優解でないと仮定して、�の極大性に矛盾するような� � �を構成すればよいのだが、
我々の �は連続関数なので多少修正が必要である。詳しくは ����を参照せよ。

� 局所ヘルダー評価
この章では、�が一様楕円型である場合に局所ヘルダー連続性の評価が得られる事を示

す。半連続粘性解の場合、�����#,�&���7�の方法は適用できないため、!�"���������の方法を
採用する ��6�も参照�。
以下、一様楕円定数 �
3 � 0を固定し、プッチ作用素を導入する。

����� � 1�2��8��!�� � �" � ! � 3"�
 ����� � ������� �� � ���

ここで一様楕円性とは次を意味する。

���� � � � � ���
  
������
  
 � � � ���� � � � 5&� �
  � �
�
 �
 � � ��� ���

次の仮定をしても一般性を失わない。

���
 0
 #� � 0 5&� � � �
�� ���

更に、�6�だけでなく��について二次の増大度を持つことを仮定する。
	

9&� 
$ � 0
 ��� � 0 �
'� ����

����
  
 #�� � ���� � � ��� 5&� � � ��
  � �
��

�7�

定理４ ���4 �6�4 ���4 ���4 �7�を仮定する。���の粘性劣解� � �����と粘性優解� � �����

が � �を満たすとする。
�を定理３で構成された ���の粘性解とすると、任意の� � 0に対し、% � %��� � �0
 ��

で � � ������となるものがある。
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【注意】�は、定義から局所有界なので、��0�に述べた変換を粘性劣解 ��・粘性優解 ��
に行う事で、二次の増大度 ����� の項を消去できる。つまり、粘性劣解・粘性優解がそれ
ぞれ次の方程式を粘性解の意味で満たすとしてよい。

������� � :

 ������� � :


:
 は、概ね 
 の定数倍である。
局所評価なので、以降、� � 0を固定して����� � ��を満たすとする。
そこで、粘性優解に弱ハルナックの不等式から次を満たす : � 0があることが分かる。

��� � &����������� � �

�
��5
����

��� � &� � ���
�
�

�
�5 �� � & �� ����� ��0�

一方、粘性劣解に対して局所最大値原理を適用して、上の : � 0に対して次が成り立つ。

�
�
�����

��� � &� � �


��� � &������������ � ���

�
�

�
�5 �� � & �� ����� ����

を得る。
上の２式の積分項は直接は比較できないが、����式を任意の � � � に対して導く事で、

� � & � �� � &に注意して �で上限をとれば、次が導かれる。

�
�
�����

��� � &� � �

�
��5
�����

��� � &� � ���
�
�

�

同様に、

�
�
�����

�&� ��� � �

�
��5
�����

�&� ��� � ���
�
�

�

を導かれ、通常の議論で次が得られ、ヘルダー連続性が導かれる。

�
�
�����

��� � ��� � ��� �5&� �% � �0�
 ��

� 応用
次の方程式を考える。

'��
�

�
� ��

�

�
����� � 
��� �� �

�
 ����

但し、' � 0は定数。
簡単のため、次を仮定する。	

�(� 
 � �����


�((� ��� � 0 �
'� ���� 0 � 
��� � ���� � ����� �� �
��

��6�

;� -�<���= ���によれば、����の非負強解 � � �����
���
	
� ��

��は、�
 に凸性があれば�一
意であることが示されているが、粘性解の意味では非負を仮定しても一意性は分からない。

94



ここでは、定理 	から我々の/���&�の方法で構成した粘性解が上記の微分可能性を持つ
ことを示す。
実際、����は、粘性劣解 � � 0と粘性優解 � 
� )�� � ����� �十分大きな ) � 0に対し� が

簡単に見つかり、修正ペロンの方法で粘性解 �が与えられる。更に、前章の結果によって
� � �����である。
一方、� 
� ���は次の粘性解である事がすぐ分かる。、

�
�

�
� � � ��'� 
� �� �

��

すると、� � � ���
	
� ��

��が導かれ、� � ��	
���
�� に注意すれば � � � ���

	
� ��
��もすぐ分かる。

� 付録
前章で鍵となる半連続粘性解の-./最大値原理・弱ハルナック不等式・局所最大値原理

を述べておく。この章では、� � �
�は有界開集合とする。

� 
 �� �と � � 0に対し、上接触集合 >���
��を次で与える。

>���
�� 
� �� � � � 次を満たす � � ��が存在する。「���� � ���� � ��
 � � �� 5&� � � �」�

次の命題は、直接は使われていないが、命題６・７の証明に用いられる。

命題５ �-./最大値原理 '5� �	�� ���を仮定する。次を満たす �� � 0が存在する。� 


�� �が
������� � 
 �� �


の粘性劣解ならば、

1�2
�

�� � 1�2
��

����� � ��$��1�����
�
� �
����������	����
��

を満たす。但し、
�� 
� 1�2

�
�� �1�2

��
����� � 0

実際に４章の証明に使うのは以下の命題である。

命題６ �弱ハルナック不等式4 '5� �6�� ���を仮定する。次を満たす : � : �3��
 	� � 0と
�� 
� ���3��
 	� � 0 が存在する。� 
 ��

�
� � �0
��が

������� � 
 �� ��
�
�

の粘性優解ならば次が成り立つ。

����������� � ��

�
��5
����

�� � �
�����
�
�
��

�
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命題７ �局所最大値原理4 '5� �6�� ���を仮定する。任意の  � 0に対し、次を満たす
�� 
� ���3��
 	� � 0 が存在する。� 
 ��

�
� � �0
��が

������� � 
 �� ��

の粘性劣解ならば、次を満たす。

�
�
��

�� � ��
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表面拡散流方程式による３相境界運動の定常解の

線形安定性について∗

高坂良史 (室蘭工業大学)

§1. 序
有界領域Ω ⊂ R2内で運動している 3相境界の幾何学的時間発展モデルを考える．

このモデルはH.GarckeとANovick-Cohen [GN]によって，ある退化型移動度係数を
もつCahn-Hilliard方程式系から特異極限をとることによって形式的に導かれたもの
であり，異種境界面 (interface boundary) の運動を記述するモデルである．
今，t > 0, i = 1, 2, 3対し，

[相境界 Γi(t) に沿って ]

V i = −miγiκi
ss (表面拡散流方程式), (1)

[ triple-junction p(t) において ]

∠(Γi(t), Γj(t)) = θk (角度条件), (2)

γ1κ1 + γ2κ2 + γ3κ3 = 0 (化学ポテンシャルの連続性), (3)

m1γ1κ1
s = m2γ2κ2

s = m3γ3κ3
s (流量の平衡に関する条件), (4)

[ Γi(t) ∩ ∂Ω において ]

Γi⊥∂Ω (直交条件), (5)

κi
s = 0 (流量 0), (6)

[初期条件 ]

Γi(0) = Γi
0, p(0) = p0. (7)

ここで，V iはΓi(t)の法速度，κiはΓi(t)の曲率，sはΓi(t)に沿った弧長パラメータ
である．また，miは移動度係数に関する定数 (> 0)，γiは表面エネルギーに関する
定数 (> 0)である．さらに，θiは正定数であり，Young’s lawと呼ばれる関係式

γ1

sin θ1
=

γ2

sin θ2
=

γ3

sin θ3

を満たす．(1)-(7)は Γ(t) :=
⋃3

i=1 Γi(t) と triple-junction p(t)を未知量とする。
表面拡散流方程式 V = −∆Γκ (V：法速度，κ：平均曲率, ∆Γ：ΓのLaplace-Beltrami

作用素) は 1950年代にW.W.Mullins [M]によって材料工学の論文の中で界面の動

∗この研究は H.Garcke氏 (レゲンスブルグ大学)と伊藤一男氏 (九州大学)との共同研究である．
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きを支配する方程式として提唱された幾何学的発展方程式の１つである．界面の動
きを支配する幾何学的発展方程式としては平均曲率流方程式V = κ がよく知られて
いるが，表面拡散流方程式と平均曲率流方程式には以下のような違いがある．

• 平均曲率流方程式：V = κ

– 逆位相境界 (anti-phase boundary)の運動や結晶粒成長 (grain growth)を
記述する．

– エネルギー汎関数のL2-勾配流である．
– 平均曲率 0が定常状態．
– Allen-Cahn型方程式の特異極限として得られる．

• 表面拡散流方程式：V = −∆Γκ

– 異種境界面 (interface boundary)の運動を記述する．
– エネルギー汎関数のH−1-勾配流である．
– Γで囲まれる領域の体積が時間に依らず一定 (体積保存性).

– 平均曲率一定が定常状態．
– Cahn-Hilliard方程式の特異極限として得られる．

この特徴をふまえて，モデル (1)-(7)は以下の基本性質をもつ．

[基本性質 1 ]

今，相境界 Γi(t) (i = 1, 2, 3)が

Γi(t) = {X i(s, t) | s ∈ [ri
−(t), ri

+(t)]}
で表されているとする．但し，ri

+(t) − ri
−(t) = L[Γi(t)]で L[Γi(t)]は Γi(t)の長さを

表す．ここで，(1)-(7)に対応するエネルギー汎関数E[Γ(t)]を次のように定義する:

E[Γ(t)] :=

3∑
i=1

γiL[Γi(t)].

このとき，方程式 (1)及び境界条件 (3), (4), (6)等から，

d

dt
E[Γ(t)] =

3∑
i=1

γi d

dt
L[Γi(t)]

= −
3∑

i=1

γi

∫ ri
+(t)

ri−(t)

κiV i ds

=
3∑

i=1

mi(γi)2

∫ ri
+(t)

ri
−(t)

κiκi
ss ds

=
3∑

i=1

{[
γiκi · miγiκi

s

]s=ri
+(t)

s=ri
−(t)

− mi(γi)2

∫ ri
+(t)

ri
−(t)

(κi
s)

2 ds
}

= −
3∑

i=1

mi(γi)2

∫ ri
+(t)

ri
−(t)

(κi
s)

2 ds ≤ 0.
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したがって，エネルギー汎関数E[Γ(t)]は tに関して単調非増加である．

[基本性質 2 ]

Dij(t) ((i, j) = (1, 2), (2, 3), (3, 1))をΓi(t), Γj(t),及び∂Ωで囲まれる領域とし，µ(D)

をDの面積とする．このとき，方程式 (1)及び境界条件 (4), (6)等から，

d

dt
µ(Dij(t)) =

∫ rj
+(t)

rj
−(t)

V j ds −
∫ ri

+(t)

ri
−(t)

V i ds

= −mjγj

∫ rj
+(t)

rj
−(t)

κj
ss ds + miγi

∫ ri
+(t)

ri
−(t)

κi
ss ds

= −mjγj
[
κj

s

]s=rj
+(t)

s=rj
−(t)

+ miγi
[
κi

s

]s=ri
+(t)

s=ri−(t)

= 0.

よって，Dij(t)の面積は tに関して一定である (面積保存性).

以上，基本性質 1及び 2より，幾何学的時間発展モデル (1)-(7)は変分問題としては

『各領域Dijの面積が一定であるという条件下で，triple-junctionで交わる

3つの曲線の長さを最小にする』

という問題になる．

(注 1) 曲率流方程式 V = κにより運動が支配される 3相境界モデルが L.Bronsard

と F. Reitich [BR]によって提唱されている．このモデルの場合は面積保存性がない
ので，変分問題としては『triple-junctionで交わる 3つの曲線の長さを最小にする』
という問題になる．

幾何学的時間発展モデル (1)-(7)に対する定常解の安定性解析に関しては [EGI],

[IK1], [IK2]などの結果がある．これらの論文では定常解の非線形安定性の解析を
行っているが，領域Ωが三角形や四角形など特別な場合に限られる．またそれぞれ
個別の解析をしていて統一的ではない．よって，本研究ではより一般的な有界領域
Ωに関して定常解の安定性を解析することを目的とし，まずはその足掛かりとして，
非線形問題である (1)-(7)を線形化し，得られた線形化問題に対応する固有値問題を
解析することによって，定常解の線形化安定性に関する結果を導出する．

(注 2)曲率流方程式に対する 3相境界モデルの定常解の線形化安定性に関しては [IY]

の結果がある．この場合，triple-junctionで交わる 3直線が定常解となる．

§2. 線形化問題と固有値
モデル (1)-(7)の定常解を Γ∗ :=

⋃3
i=1 Γi

∗で表すことにする．但し，Γi
∗は円弧又は

線分であり，
Γi
∗ = {Φi

∗(σ) | σ ∈ [0, �i], Φi
∗(0) = 0, Φi

∗(�
i) ∈ ∂Ω}
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で表されているものとする．ここで，σは Γi
∗に沿った弧長パラメータであり，�iは

Γi
∗の長さである．さらに，

κi
∗：Γi

∗の曲率, hi：Γi
∗ ∩ ∂Ωでの ∂Ωの曲率

とする．
今，Γi(t)を Γi

∗ からのある種の符号付距離関数 ρi(s, t)と Γ(t)の triple-junction

の位置に関連する関数 µi(t)とで表記すると，幾何学的時間発展モデル (1)-(7)は
(ρi, µi) (i = 1, 2, 3)を未知関数とする 4階放物型偏微分方程式の初期値・境界値問題
となる．得られた非線形問題を定常解 Γ∗ (i.e. (ρi(σ, ·), µi) ≡ (0, 0))の周りで線形化
すると，以下の線形化問題を得る:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρi
t = −miγi∂2

σ{∂2
σ + (κi

∗)
2}ρi, σ ∈ (0, �i),

3∑
i=1

γiρi = 0, σ = 0,

1

s1
(c2κ2

∗ − c3κ3
∗)ρ

1 + ∂σρ1 =
1

s2
(c3κ3

∗ − c1κ1
∗)ρ

2 + ∂σρ2, σ = 0,

1

s1
(c2κ2

∗ − c3κ3
∗)ρ

1 + ∂σρ1 =
1

s3
(c1κ1

∗ − c2κ2
∗)ρ

3 + ∂σρ3, σ = 0,

3∑
i=1

γi{∂2
σ + (κi

∗)
2}ρi = 0, σ = 0,

m1γ1∂σ{∂2
σ + (κ1

∗)
2}ρ1 = m2γ2∂σ{∂2

σ + (κ2
∗)

2}ρ2, σ = 0,

m1γ1∂σ{∂2
σ + (κ1

∗)
2}ρ1 = m3γ3∂σ{∂2

σ + (κ3
∗)

2}ρ3, σ = 0,

(∂σ + hi)ρi = 0, σ = �i,

∂σ{∂2
σ + (κi

∗)
2}ρi = 0, σ = �i,

(8)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
µ1 = − 1

1 − c1c2c3
{c3c1s2ρ1(0, ·) + s3ρ2(0, ·) + c3s1ρ3(0, ·)},

µ2 = − 1

1 − c1c2c3
{c1s2ρ1(0, ·) + c1c2s3ρ2(0, ·) + s1ρ3(0, ·)},

µ3 = − 1

1 − c1c2c3
{s2ρ1(0, ·) + c2s3ρ2(0, ·) + c2c3s1ρ3(0, ·)},

但し，ci := cos θi, si := sin θiである. さらに，モデル (1)-(7)は基本性質として面積
保存性をもつので，面積保存性を表す式を線形化すると以下の式を得る:∫ �1

0

ρ1 dσ =

∫ �2

0

ρ2 dσ =

∫ �3

0

ρ3 dσ (9)

(注 3) (8)から (9)は導かれない．実際，(8)からは∫ �1

0

ρ1 dσ =

∫ �2

0

ρ2 dσ + C2 =

∫ �3

0

ρ3 dσ + C3

(C2, C3：任意定数)
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を得る．よって，モデル (1)-(7)の線形化問題を考える場合，(9)を満たすρi (i = 1, 2, 3)

に対して (8)を解析する必要がある．

条件 (9)の下で (8)に対応する固有値問題を考える．ここで，

E :=
{

ξ = t(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ H1(0, �1) × H1(0, �2) × H1(0, �3)
∣∣

γ1ξ1 + γ2ξ2 + γ3ξ3 = 0 (σ = 0),

∫ �1

0

ξ1 dσ =

∫ �2

0

ξ2 dσ =

∫ �3

0

ξ3 dσ
}

とする．さらに，固有値の特徴付けを行うため，双線形形式

I[ρ1, ρ2] :=
3∑

i=1

γi

∫ �i

0

{∂σρi
1∂σρi

2 − (κi
∗)

2ρi
1ρ

i
2} dσ +

3∑
i=1

γihiρi
1ρ

i
2

∣∣∣
σ=�i

−γ1

s1
(c2κ2

∗ − c3κ3
∗)ρ

1
1ρ

1
2

∣∣∣
σ=0

− γ2

s2
(c3κ3

∗ − c1κ1
∗)ρ

2
1ρ

2
2

∣∣∣
σ=0

−γ3

s3
(c1κ1

∗ − c2κ2
∗)ρ

3
1ρ

3
2

∣∣∣
σ=0

とH−1-内積

(ρ1, ρ2)−1 :=
3∑

i=1

mi

∫ �i

0

∂σuρi
1
∂σuρi

2

を定義する．但し， t(uρ1, uρ2, uρ3)は⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−mi∂2

σuρi = ρi, σ ∈ (0, �i),

uρ1 + uρ2 + uρ3 = 0, σ = 0,

m1∂σuρ1 = m2∂σuρ2 = m3∂σuρ3 , σ = 0,

∂σuρi = 0, σ = �i,

の弱解である．このとき，ρ = t(ρ1, ρ2, ρ3)を固有値 λに対応する固有関数とすると，

λ(ρ, ξ)−1 = −I[ρ, ξ] (ξ ∈ E)

が成り立つ．ここで，固有値に関して以下の補題を得る．

補題 1. 固有値は離散的であり，実数である．

このとき，固有値 {λn}n∈� (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · )は I[ρ, ρ]と (ρ, ρ)−1によって特徴付け
される．特に

λ1 = − inf
�∈�\{0}

I[ρ, ρ]

(ρ, ρ)−1

(10)

である．

補題 2. 固有値は hi, �i, κi
∗に連続的に依存し，特に，hiに関して単調減少である．
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§3. 線形化安定性の解析

まず，次を定義する．

定義. 固有値 {λn}n∈�がすべて負であるとき，定常解 Γ∗は線形安定であるという．

(10)より，

I[ρ, ρ] > 0 (ρ ∈ E \ {0}) (11)

であれば，Γ∗は線形安定である．ここで，

NN = {0-固有値の数 }, NU = {不安定固有値の数 }
とする．このとき，補題 1及び 2を踏まえて，以下の場合について線形化安定性を
考える．

3.1. κ�
�

= 0 (i = 1, 2, 3)の場合

次の補題が成り立つ

補題 3. hi > 0 (i = 1, 2, 3)であれば，(11)が成り立つ．

補題 4. 固有値が 0であるための必要十分条件は

J(h1, h2, h3) = 0

但し，γi, �i (i = 1, 2, 3)に依存する正定数 α123, α12, α23, α31, α1, α2, α3, α0に対し，

J(h1, h2, h3) = α123h
1h2h3 + α12h

1h2 + α23h
2h3 + α31h

3h1

+α1h
1 + α2h

2 + α3h
3 + α0.

J(h1, h2, h3) = 0を (h1, h2, h3)-座標空間で描いてみよう．簡単のため

γ1 = γ2 = γ3 = 1, �2 = �3 = 1 (12)

とする (Young’s lawから θ1 = θ2 = θ3 = 2π/3となることに注意)．このとき，

α123 = 2 (�1)4 + 16 (�1)3 + 12 (�1)2 + 4 �1 + 2,

α12 = α31 = 3 (�1)4 + 32 (�1)3 + 30 (�1)2 + 12 �1 + 7,

α23 = 8 (�1)3 + 48 (�1)2 + 24 �1 + 4,

α1 = 48 (�1)3 + 72 (�1)2 + 36 �1 + 24,

α2 = α3 = 12 (�1)3 + 96 (�1)2 + 60 �1 + 12,

α0 = 36 (1 + 2 (�1))2.

ここで，�1 = 1及び �1 = 0.001として J(h1, h2, h3) = 0を描くと以下のようになる
(但し，x = h1, y = h2, z = h3).
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図 1: �1 = 1の場合
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{(h1, h2, h3) | h1 > 0, h2 > 0, h3 > 0}は図 1及び 2において領域 (I)内にあることに
注意すると，補題 1～補題 4より以下の結果を得る．

定理.

(A) −1 + 6 (�1)2 + 16 (�1)3 + 3 (�1)4 < 0の場合

(A-i) hが領域 (I)内にあるとき ： NN = 0, NU = 0 ( i.e. Γ∗は線形安定).

(A-ii) hが曲面Σ1上にあるとき ： NN = 1, NU = 0.

(A-iii) hが領域 (II)内にあるとき ： NN = 0, NU = 1.

(A-iv) hが曲面Σ2 \ {hc}上にあるとき： NN = 1, NU = 1.

(A-v) hが領域 (III)内にあるとき ： NN = 0, NU = 2.

(A-iv) hが曲面Σ3 \ {hc}上にあるとき： NN = 1, NU = 2.

(A-vi) hが領域 (IV)内にあるとき ： NN = 0, NU = 3.

(A-vii) h = hcであるとき ： NN = 2, NU = 1.

(B) −1 + 6 (�1)2 + 16 (�1)3 + 3 (�1)4 > 0の場合

(B-i) hが領域 (I)内にあるとき ： NN = 0, NU = 0 ( i.e. Γ∗は線形安定).

(B-ii) hが曲面Σ1 \ {hc}上にあるとき： NN = 1, NU = 0.

(B-iii) hが領域 (II)内にあるとき ： NN = 0, NU = 1.

(B-iv) hが曲面Σ2 \ {hc}上にあるとき： NN = 1, NU = 1.

(B-v) hが領域 (III)内にあるとき ： NN = 0, NU = 2.

(B-iv) hが曲面Σ3上にあるとき ： NN = 1, NU = 2.

(B-vi) hが領域 (IV)内にあるとき ： NN = 0, NU = 3.

(B-vii) h = hcであるとき ： NN = 2, NU = 0.

但し，h = (h1, h2, h3), hc = (h1
c , h

2
c , h

3
c)であり，

h1
c = − 12 �1 {1 + 4 �1 + (�1)2}

−1 + 6 (�1)2 + 16 (�1)3 + 3 (�1)4
, h2

c = h3
c = −3.

(注 4) 簡単のため (12)を仮定したが，一般の場合も同様の結果が得られる．

(注 5) 曲率流方程式に対する 3相境界モデルの場合は

J(h1, h2, h3) = (γ1�1 + γ2�2 + γ3�3)h1h2h3 + γ3h1h2 + γ1h2h3 + γ2h3h1

となる．この場合hc = (0, 0, 0)であり，J(h1, h2, h3) = 0の描く曲面は図 2のタイプ
の図になる．したがって，定理の (B)と同様の結果を得る ([IY]を参照)．

(注 6) κi
∗ = 0 (i = 1, 2, 3)の場合，双線形形式 I[ρ, ρ]は

I[ρ, ρ] =

3∑
i=1

γi

∫ �i

0

(∂σρi)2 dσ +

3∑
i=1

γihi(ρi)2
∣∣∣
σ=�i
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となる．よって，この場合は線形化安定性の判定において triple-junctionの影響は
なく，Γi

∗の長さと ∂Ω ∩ Γi
∗での ∂Ωの曲率にのみ依存していることがわかる．

3.2. κ1
�

= 0, κ2
�

= −κ3
�
の場合⎧⎪⎨⎪⎩

γ1 = γ2 = γ3 = 1, �1 = 1, �2 = �3 =
4π

3
√

3
,

κ1
∗ = 0, κ2

∗ = −κ3
∗ = −

√
3

2

(13)

とする．このとき，以下の補題を得る．

補題 5. hi > 0 (i = 1, 2, 3)が十分大きければ，(11)が成り立つ．

補題 6. 固有値が 0であるための必要十分条件は

J(h1, h2, h3) = 0

但し，

J(h1, h2, h3) =
243

8
h1h2h3 +

{27

2
+ 4π

√
3
}

h2h3

+
{189

32
+

13π
√

3

4

}
(h1h2 + h3h1)

+
{9

8
+

4π
√

3

3
+

8π2

9

}
(h1 + h2 + h3)

ここで，J(h1, h2, h3) = 0を (h1, h2, h3)-座標空間で描いてみると図 4のようになる
((h1, h2, h3) = (0, 0, 0)は J(h1, h2, h3) = 0上にあることに注意). このとき，補題 1, 2

及び補題 5, 6より以下の結果を得る．

120◦

120◦ 120◦

Γ1∗

Γ3∗

Γ2∗

図 3: 仮定 (13)にともなう Γ∗の形状
(この場合 ((h1, h2, h3) = (0, 0, 0))は固有値 0)
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定理.

(i) hが領域 (I)内にあるとき ： NN = 0, NU = 0 ( i.e. Γ∗は線形安定).

(ii) hが曲面Σ1上にあるとき ： NN = 1, NU = 0.

(iii) hが領域 (II)内にあるとき ： NN = 0, NU = 1.

(iv) hが曲面Σ2 \ {hc}上にあるとき： NN = 1, NU = 1.

(v) hが領域 (III)内にあるとき ： NN = 0, NU = 2.

(iv) hが曲面Σ3 \ {hc}上にあるとき： NN = 1, NU = 2.

(vi) hが領域 (IV)内にあるとき ： NN = 0, NU = 3.

(vii) h = hcであるとき ： NN = 2, NU = 1.

但し，h = (h1, h2, h3), hc = (h1
c , h

2
c , h

3
c)であり，

h1
c = −4(2560π3

√
3 + 9792π2 + 648π ∗ √3 − 2187)

27(1600π2 − 720π
√

3 + 243)
,

h2
c = h3

c = −(8π
√

3 + 27)(64π2 + 96π
√

3 + 81)

54(64π2 + 144π
√

3 + 243)
.
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§4. 最後に
今回，幾何学的時間発展モデル (1)-(7)の定常解の線形化安定性の判定基準の導出

に関して部分的な結果を得た．しかし，定常解が円弧を含むような場合に関しては，
解析に際し triple-junctionの影響が無視できず，また安定性に関連するパラメータ
の多さから，現段階では一般化に至っていない．今後は本質的な部分をより明確に
してこの結果を一般化し，ネットワークタイプ (triple-junctionが 1つでない場合)

のモデルも研究していきたい．さらにこの結果を踏まえて，非線形安定性に関して
研究を進めていく予定である．一方で，円弧を含む場合の定常解を図示して形状を
眺めていると，このモデルの安定性の解析は泡の解析とも密接に絡んでいるように
思われる．今後はそのあたりの関連性も考えてみたいと思う．
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不変領域を持つ反応拡散系における
擾乱の伝播速度の有界性について

井古田 亮 (九州大学・大学院数理学研究院)

1 導入
本研究では，反応拡散系における擾乱の伝播速度について考察する．１次元空
間上の反応拡散系は以下の形に書ける：

(1)





ut(x, t) = Duxx(x, t) + f(u(x, t)), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,

ここで u = (u1, u2, . . . , un) は Rn に値をとり，D は対角行列である:

(2) D =




d1

d2

. . .

dn




, di ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n).

反応項もまた Rn 値である:

f(u) = (f1(u), . . . , fn(u)).

本研究では反応項 f(u) にいくつかの仮定をおく. 記号 R は方形領域
[a1, b1]×· · ·× [an, bn]を表すものとする．ここで ai と bi は ai < bi (i = 1, . . . , n)

を満たす定数である. 以下を仮定する:

(A1) 反応項 f は， R からRn への滑らかな関数であるとする.

(A2) 反応項 f は R の中に零点を持つとする:

(3) f(c1, . . . , cn) = 0,

ここで ci は ai ≤ ci ≤ bi (i = 1, . . . , n) を満たす定数である.

(A3) 方形領域 R は不変である:

(4)
fi(u) ≥ 0 on {u ∈ ∂R | ui = ai},
fi(u) ≤ 0 on {u ∈ ∂R | ui = bi}.
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上記の仮定を満たす系としては，FitzHugh-Nagumo方程式，Field-Noyes方
程式 (Belousov-Zhabotinskii 反応のモデルの一つ)，表皮の傷の回復を記述する
モデルなどが挙げられる (文献 [9]の第８章, 文献 [10]の第９章３節文献 [12]の
第１４章B節などを参照).

ここから少し，話は横道にそれる．外来種の伝播速度，狂犬病を持ったキツ
ネの伝播速度，伝染病の伝播速度などを見積もることはそれらの対策を考える
上では重要なことのようである（筆者はよく知らないが）．たとえば，[18] で
は伝染病伝播モデルについて概観している (その記事で扱われている方程式に，
本研究における手法を直接適用できるわけではないが，ここに参照することに
する)．
また，[18] では，反応拡散系における進行波解の速度を求めるための一般

的な指導原理である「線形予測」について解説している．反応拡散系において
進行波解を厳密に求めることは一般に難しい．そのため，「線形予測」を用いて
進行速度を求めて数値シミュレーションと比較することが行われてきた．この
「線形予測」は，成り立つこともあれば成り立たないこともある．文献 [8] では，
変分原理を用いて（ということは，変分原理で扱えるような方程式を対象とし
て）「線形予測」がどのようなときに成り立つかを厳密に論じている（筆者はき
ちんとこの論文を読んではいない）．
話を本題に戻そう．本研究では，条件 (A1)–(A3) の下で，反応拡散系 (1)

における擾乱の伝播速度を評価する．今回採用する手法の長所は，上記のよう
な一般的な設定の下で広い範囲の初期値を扱えることである．そのために，以
下の Fisher 方程式の進行波解を用いる．

(5) ut = uxx + u(1− u), x ∈ R, t > 0,

ここで u はスカラー値である．
関数 φ(z) を以下のように定める：

(6) φ(z) = 1/{1 + exp(z/
√

6)}2.

定数 θe を θe = 5/
√

6 とおくと， φ(x− θet), は (5) の進行波解になっているこ
とに注意する.

結果を述べる上で必要な定数をここで定義する．定数 γ+
i , γ−i , ω は以下で

定義される：

γ+
i =





sup
u∈∂R
ui=bi

sup
0≤σ<τ≤1

|fi(c + τ(u− c))− fi(c + σ(u− c))|
|(bi − ci)(τ − σ)| if bi 6= ci,

0 if bi = ci,

γ−i =





sup
u∈∂R
ui=ai

sup
0≤σ<τ≤1

|fi(c + τ(u− c))− fi(c + σ(u− c))|
|(ai − ci)(τ − σ)| if ai 6= ci,

0 if ai = ci,
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ω = max
1≤i≤n

{γ±i },

ここで c = (c1, . . . , cn) である. さらに，

θ0 = 2
√

6ω, θ1 = θe max
1≤i≤n

{di},(7)

θ = θ0 + θ1,(8)

とおく．
以上の準備の下，結果を述べる．

Theorem 1. 関数 ui(x, 0) ∈ BUC1(R) は (ai − ci)φ(x) ≤ ui(x, 0) − ci <

(bi − ci)φ(x) を満たすとする (i = 1, 2, . . . , n). 反応項 f は，条件 (A1)–(A3)

を満たすものとする．このとき，(1) の解 u は以下を満たす：

(9) (ai − ci)φ(x− θt) ≤ ui(x, t)− ci ≤ (bi − ci)φ(x− θt)

for all x ∈ R and t > 0.

作用素分割法を用いることで，上記の定理を証明できる．本報告では，証明
の概略について述べる．

2 非線形 Trotter 積公式
この節では，非線形 Trotter 積公式 (Nonlinear Trotter Product Formula) を導
入する．
記号 F t はベクトル場 f(u) によって生成されるフローであるとする．すな

わち，w ∈ Rn に対し，v(t) = F tw は以下の方程式の解である:





dv(t)

dt
= f(v(t)),

v(0) = w.

次に，関数空間 V と W を次のように定義する:

V = {(u1, . . . , un) | ui ∈ BUC1(R) (i = 1, . . . , n)},(10)

W = {(u1, . . . , un) | ui ∈ BUC(R) (i = 1, . . . , n)}.(11)

関数空間 V と W のノルムは

‖u‖V = max
1≤i≤n

{‖ui‖BUC1(R)},(12)

‖u‖W = max
1≤i≤n

{‖ui‖BUC(R)}(13)
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によって与えられる．
次に， 記号 etL でもって，(1) の線形部分の定める半群を表す．すなわち，





∂te
tLu0 = ∂2

xDetLu0 (t > 0)

lim
t↓0

∥∥∥etLu0 − u0

∥∥∥
W

= 0,

である．ここで，u0 ∈ W であり，また，∂t, ∂x
2 は各要素に作用する．

文献 [13], の１５節に従って次のように定める:

vk =
(
e(1/m)LF1/m

)k
u0,(14)

v(t) = esLF svk for t = k/m + s, 0 ≤ s ≤ 1/m,(15)

文献 [13] の命題 5.4(p.314)を，本報告で使用するのに適した形で以下に述べる:

Theorem 2 (M. E. Taylor). 初期値 u0 は V の要素であるとし，また，u は
(1) の解であるとする. 関数 v は (15) によって定められているとする. このと
き，任意の正定数 T に対して定数 C = C(T, D, f) が存在して次を満たす:

(16) ‖u(t)− v(t)‖W ≤ Cm1/2 for 0 ≤ t ≤ T

このような積公式については，少し古い文献ではあるが， ([4]) に良いサー
ベイがある. このような近似方法は作用素分割法 (Operator Splitting method)

と呼ばれ，Navier-Stokes方程式の数値計算にもしばしば用いられるようである．
MathSciNet で operator-splitting をキーワードとして検索すると，いろいろ出
てくる．特に，Glowinski の仕事が目を引く．Kato もこの方面での貢献が大き
いらしく，Kato formula と呼ばれることもあるらしい．

3 証明の概略
証明の方針は，

(i) まず，方程式 (1) を非線形 Trotter 積公式を用いて近似する．

(ii) 次に，反応項の部分と拡散項の部分を別々に評価する．

実際には，次の２つの命題を証明することになる．

Proposition 3. 関数 w0(x) = (w0,1(x), . . . , w0,n(x)) ∈ W に対し，w(x, t) =

F tw0(x)とおく．もし (ai−ci)φ(x) ≤ w0,i(x)−ci ≤ (bi−ci)φ(x) (i = 1, 2, . . . , n)

　であるならば，

(ai−ci)φ(x−θ0t) ≤ wi(x, t)−ci ≤ (bi−ci)φ(x−θ0t) for t ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n)

である．
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Proposition 4. 関数 w0(x) ∈ W に対し， w(x, t) = etLw0(x) とする．もし，
(ai − ci)φ(x) ≤ w0,i(x)− ci ≤ (bi − ci)φ(x) (i = 1, 2, . . . , n) であれば，

(ai−ci)φ(x−θ1t) ≤ wi(x, t)−ci ≤ (bi−ci)φ(x−θ1t) for t ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n)

となる．

これらの命題から，

(ai − ci)φ(x− (θ0 + θ1)t) ≤ vi(x, t)− ci ≤ (bi − ci)φ(x− (θ0 + θ1)t),

という不等式が従う．ここで，vi は (14), (15) で定義される v の i番目の成分
である．パラメータ m を無限大に飛ばすことで，所望の (9) を得る.

4 その他
多変数の放物型方程式では一般的には比較定理は成り立たない．しかしながら，
特殊な比較関数であれば構成できることを本研究では示した．このような研究
は，本研究が初めてではない．論文 [5] では，有界領域において空間的に一様
な（しかし，時間的には変動する）比較関数を構成している．
今後，「反応拡散系を非線形 Trotter 積公式で近似して定性的な性質を導く」

という戦略を適応できるような問題を探して行きたいと思っている．また，こ
の公式に限らず数値解法として知られる方法を，解の定性的性質を調べるため
に利用することは，常に念頭に置いている．
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Symmetric mountain pass lemma and

sublinear elliptic equations�

梶木屋 龍治 長崎総合科学大学・工学部

この講演では� symmetric mountain pass lemmaに関連した新しい critical point

theorem について述べる� またその応用として� 劣線形楕円型方程式に対して無
限に多くの解の存在を証明する� symmetric mountain pass lemma は� バナッハ
空間上の実数値汎関数が� 適当な仮定のもとに critical valueを無限に多く持つこ
とを保証する�

定義 �� バナッハ空間の閉部分集合 Aが「x � Aならば �x � A」を満たすと
き� 対称であるという� A を対称な閉部分集合で� � �� A とする� Aから R

k n f�g

への連続な奇関数が存在するような自然数 kの最小値を Aの genusといい� ��A�

で表す� どの様な自然数 k に対しても� その様な連続な奇関数が存在しないとき�

��A� �� と定義する� 空集合に対しては� ���� � � と定義する� 各自然数 k に
対して� 集合族 �k を次のように定義する�

�k � fA � ��A� � kg����

例 �� n 次元球面 Sn � fx � R
n�� � jxj � �g の genus は� ��Sn� � n	 ��

なぜならば � Sn � R
n��なので� ��Sn� � n 	 �� Sn から R

n への連続な奇関数
は零点を持つ �Borsuk
Ulamの定理�ので� Sn から R

n n f�gへの連続な奇関数は
存在しない� よって ��Sn� � n 	 �� ゆえに ��Sn� � n	 ��

仮定 �A�� E は無限次元バナッハ空間� I�u�は� E 上のC�級の実数値汎関数で�

次の条件 �A��� �A�� を満たすものとする�

�A�� I��� � �� I�u�は 下に有界な偶汎関数で� 次のパレ・スメイル条件 �PS�を
満たす�

�PS� fI�uk�g が有界で� limk�� I ��uk� � � を満たす E内の列 fukgは� 収束部
分列を持つ�

�A�� 各 k � N に対して� supu�Ak
I�u� � � を満たす Ak � �k が存在する�

仮定 �A�のもとに� 次の値 ck を定義する�

ck � inf
A��k

sup
u�A

I�u�����

定理 �� �symmetric mountain pass lemma ��
� ��
� 仮定 �A� をおく� このとき
ck は� I�	�の critical value であり� ck � ck�� � � �k � N�� limk�� ck � �が成
り立つ� さらに� もし ck � ck�� � 	 	 	 � ck�p � c� ならば ��Kc� � p 	 �である�

ここで
Kc � fu � E � I ��u� � �� I�u� � cg�
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定理 � の証明に関しては� ��
� ��
 または ��
 を参照せよ� 本講演の主結果は� 次
の定理 �と後に述べる定理 �である�

定理 �� �A�を仮定する� このとき次のような列 fukgが存在する�

I ��uk� � �� I�uk� � �� uk �� �� lim
k��

uk � ��

注意 �� 定理 �と定理 � を比較すると�「定理 �に出てくる uk は� 定理 �の ck
に対応する critical pointとして取れるのではないか�」という問題が考えられる�

これに関連して� 次の条件を考察する�

�A�� もし I ��u� � �かつ I�u� � � ならば � u � � である�

�A��� �A��� �A��が成り立つとき� ckに対応する uk を取れば � パレ・スメイル
条件により fukgは� �に収束する� しかしながら� �A��が成り立たないときは� ck
に対応する uk は必ずしも � に収束しない� 実際に次の例がある�

例 �� 次のような バナッハ空間 E と汎関数 I � C��E�R� の例がある� I�u�は
�A��� �A�� を満たし � �A��を満たさない� さらに� ある定数 r� � � が存在して�

もし I ��u� � �� I�u� � ckならば kuk � r� である� ここで� r� は� u と k に無関
係な正定数である�

定理 �の証明� 簡単のため� E をヒルベルト空間とする�

d�

dt
� �I ���� �� E� 
� E�� ���� � u����

の解を ��t� u� と表す� ここで I ���� � E� は リースの表現定理により I ���� � E

とみなす� 簡単のため� 解 ��t� u�は一意大域解であると仮定する�

今� 定理 �が誤りであると仮定して矛盾を導く� 定理 �を否定すると次が成り
立つ�

�A�� �r � � � � � kuk � r� I�u� � � �� I ��u� �� ��

I は偶汎関数だから� 原点は critical point である� �A�� は I�u� � � を満たす
ものの中で原点が孤立した critical point である事を意味する� 原点の回りでベ
クトル場 I ��u�が消えないので� ��t� u�は 停滞せずに流れている� このことから�

次の補題が導かれる�

補題 �� ある r� � �が存在して� 次が成り立つ�

�c � �� �T �c� � � � I�u� � �c �� k��t� u�k � r� ��t � T �c���

以下の議論は� 補題 �と ��� Proposition ����
の論法を組み合わせたものである�

K � fu � E � I ��u� � �� I�u� � �g� L � K n f�g�

とおく� I は下に有界で� �PS�条件を満たすので� K はコンパクト� また �A��よ
り Lもコンパクト� Lは原点を含まない対称なコンパクト集合なので genus は有
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限である� p � ��L� とおく� 一方 � � �を小さく取ると次が成り立つことが知ら
れている�

��L�� � ��L� � p����

ここで L� は Lの �近傍を表す� 必要ならば � � を小さく取りなおして r� � � � �

としておく� I�u�は方程式 ���のリアプノフ関数なので� �PS�条件を使うと� 次が
証明できる� �deformation lemmaと呼ばれている��

�� � � � I�u� � �� u �� K� �� I����� u�� � ������

ここで K� は Kの �近傍を表す� 定理 �の fckg を使う� fckgは �に収束するの
で� 上の �に対して�

�� � cq � ����

となる q � N をとることができる� この q と ���の pに対して cp�q � �c � � と
なる cをとる� cp�qの定義により supu�P I�u� � �c を満たす P � �p�q が存在す
る� 書き直すと�

I�u� � �c �u � P �����

補題 �により
k��t� u�k � r� �u � P� t � T �c������

I ��u� は� 奇関数なので ��t� u� は uについて奇関数である� P � �p�q なので
��t� P � � �p�q となる� Q � ��T �c�� P �とおく� I�u�は ���に対するリアプノフ関
数なので�

sup
u�Q

I�u� � sup
u�P

I�u� � �c � ����

が成り立つ� ���により� u � Qのとき kuk � r� � � なので�

Q nK� � Q n L�����

になる� ��Q n L�� � ��Q� � ��L�� � q なので Q n L� � �q になる� ���� ����に
より

I����� u�� � �� �u � Q n L���

R � ���� Q n L��とおくと� R � �q であり

cq � sup
u�R

I�u� � ���

これは ���に反する� この矛盾は �A��から生じたものである� よって� �A��は誤
り� �証明終�

定理 �の応用として次の劣線形楕円型方程式に対する無限に多くの解の存在を
証明する� �

��u � f�x� u�� x � ��

u � �� x � ���
����
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ただし � � は滑らかな境界を持つ R
nの有界領域� n � � とする�

仮定 �B��ある � � �が存在して� f�x� u�は �� ���� �
で定義されたヘルダー
連続関数で� 次の �B��� �B�� を満たすものとする�

�B�� f�x� u�は uに関して奇関数である�

�B�� 次を満たす x� � � と � � �が存在する�

lim sup
u��

�
min

jx�x�j��
u��F �x� u�

�
���

lim inf
u��

�
min

jx�x�j��
u��F �x� u�

�
� ���

F �x� u� �

Z u

�

f�x� s�ds�

定理 �� �B�を仮定する� このとき ����は� そのC����ノルムが �に収束する非
自明な解の列をもつ�

定理 �は� 次の事を意味する� ある点 x� � �が存在して� 非線形項 f�x� u�が�

点 �x� u� � �x�� �� の近傍で劣線形ならば� 方程式 ����は 無限に多くの小さな解
をもつ�

系 �� f�x� u� � a�x�g�u� は u � � の近傍で定義されたヘルダー連続関数とす
る� g�u�は奇関数であり� limu�� g�u�	u ��を仮定する� このとき� 次の２条件
は同値である�

�i� その C����ノルムが �に収束する非自明な解の列 fukgが存在する�

�ii� a�x�� � � となる x� � �が存在する�

証明� �ii�を仮定する� このとき� 仮定 �B�が成り立つ� 定理 �より �i�が出る�

�ii�を否定する� a�x� � � �
x � ���

limu�� g�u�	u �� より� 次を満たす � � �が存在する�

ug�u� � � �� � juj � ���

もし kukC��� � � なる解があれば � 方程式 ����に u をかけて積分して

Z
�

jruj�dx �

Z
�

a�x�ug�u�dx � ��

ゆえに� u � �� よって� �i�は成り立たない� �証明終�

例 �� 仮定 �B�を満たす f�x� u� の例を述べる� 以下において� a�x�� b�x� はヘ
ルダー連続であり� a�x�� � � となる x� � �が存在するものとする�

�i� f�x� u� � a�x�jujp sgn u� �� � p � ���

�ii� f�x� u� � �a�x�u log juj�
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�iii� f�x� u� � a�x�jujp sgn u	 b�x�jujq sgn u� �� � p � min��� q���

このような f�x� u�に対して� ����は C���� ノルムが �に収束する解の列をもつ�

定理�の証明� 非線形項 f�x� u�は ������ �
で定義されている� 
 � C�
� �R�R�

を次のように定義する� � � 
�t� � � �t � R�� 
��t� � 
�t�� 
�t� � � �jtj � �	���


�t� � � �jtj � ��� 次の方程式

��u � f�x� u�
�u�

に対して� kukkH�

�
��� � � となる解の列 fukg が存在することを示せばよい� こ

のとき� 楕円型方程式の regularity theorem により kukkC���� � � となる� 今後
f�x� u�
�u� を改めて� f�x� u� と書く� �cut o� が有効なのは� 定理 �の場合であ
る� 定理 �の場合は�この論法は�使えない�� f�x� u�は� コンパクトなサポートを
持つので�

�B�� jf�x� u�j	 jF �x� u�j � �C �
x � �� 
u � R��

F �x� u� �

Z u

�

f�x� s�ds�

次の汎関数に対して定理 �を使う�

I�u� �

Z
�

�
�

�
jruj� � F �x� u�

�
dx �u � H�

� �����

I�u�が定理 �の仮定 �A��� �A�� を満たす事を示す� �A��は明らか� �B��を使っ
て �A��を示す� 簡単のため 仮定 �B��において x� � � とする� � � � である�

D�r� � fx � �x�� � � � � xn� � � � xi � r �� � i � n�g

とおくと� D�r�は n次元の立方体� r � �を十分小さく取り� D�r� � � としてお
く� 仮定 �B��より� �f�jg� �fMjg�

�j � �� Mj ��� ���j F �x� �j� �Mj �x � D�r�������

�� � �� �C � � � u��F �x� u� � �C �x � D�r�� juj � ���

今 F �x� u�は �� R 上で有界なので� C を取りなおせば � � �� とできる� すな
わち

�C � � � u��F �x� u� � �C �x � D�r�� u � R������

k � N を固定する� pn � k となる最小の p � N をとる� D�r� を各辺ごとに p

個に等分割する� 全部で pn 個の小立方体ができる� そのうち k個のみを利用す
る� 小立方体の一辺の長さは� r	p である� これを � と書く� すなわち � � r	p�

各小立方体に番号を打ち� fDig
k
i�� とする� Di の真ん中に一辺の長さが �	� の小

立方体を作り� これを Ei と書く� 
�t� を図 �のように定義する�
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� �
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�
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図 ��

��x� � A
�x��
�x�� 	 	 	
�xn� �x � �x�� � � � � xn� � R
n��

とおく� ただし A � � は� kr�kL� � � となるように取る� ��x� を平行移動し�

そのサポートが Di に入るようにしたものを �i�x� と書く� 従って�

supp�i � Di� supp�i � supp�j � � �i �� j��

�i�x� � A �x � Ei�� � � �i�x� � A� �x � R
n�� kr�ikL� � ��

が成り立つ� 今� Vk と Wk を

Vk �

�
�t�� � � � � tk� � R

k � max
��i�k

jtij � �

�

Wk �

�
kX
i��

ti�i�x� � �t�� � � � � tk� � Vk

�

と定義すると� Vk は k 次元立方体の境界なので� ��Vk� � ��Sk��� � k� また
��Wk� � ��Vk� � k である� Wk はコンパクトなので� kruk�� � Ck �u � Wk�を
満たす Ck � �が存在する� ただし� k 	 k� は L�ノルムを表す�

s � �� u �
Pk

i�� ti�i�x� � Wk のとき�

I�su� �
s�

�
kruk�� �

Z
�

F �x� su�dx

�
s�

�
Ck �

Z
D�r�

F �x� s
kX
i��

ti�i�x��dx

�
s�

�
Ck �

kX
i��

Z
Di

F �x� sti�i�x��dx�����

今� �t�� 	 	 	 � tk� の中で少なくとも１つ jtjj � � となる jがあり� その他のものは�

jtij � � となる� ����の最後の項を次のように評価する�

kX
i��

Z
Di

F �x� sti�i�x��dx �

Z
Ej

	 	 	dx	

Z
DjnEj

	 	 	dx 	
X
i	�j

Z
Di

	 	 	dx�
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右辺第一項は� Z
Ej

F �x� stj�j�x��dx �

Z
Ej

F �x� sA�dx�

また� ����より�あるAk � �が存在して�第二項と第三項の積分は合わせて �Aks
�

で下から評価される� ゆえに

kX
i��

Z
Di

F �x� sti�i�x��dx �

Z
Ej

F �x� sA�dx� Aks
��

この式を ����に代入して�

I�su� �
s�

�
Ck 	 Aks

� �

Z
Ej

F �x� sA�dx�

この式に s � �m	A を代入する� ただし �m は ����で定義したもの� Mm � �

なので� mが十分大きいとき�

I���m	A�u� � ��mA
���Ak 	 Ck	���Mm�

�
mvol�Ej�

� ��mA
���Ak 	 Ck	�� BkMm� � ��

ゆえに
sup

u���m�A�Wk

I�u� � ��

��m	A�Wk � �k なので� �A��が成り立つ� �証明終��
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