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はじめに

お陰さまで ���と題した研究集会も昨年度で �回目を無事終了することができました。前回

までは �日間であった会期を今回は �日間にしての開催でしたが、参加者は講演者も含め延べ ��

人となり、少数精鋭で盛り上がった会合になったと思います。講演者の方々は、最先端の現在進

行中の研究を惜しげなく披露され、魅力的な講演のオンパレードで、あっという間の研究集会で

あったと感じたのは我々だけではないでしょう。改めまして講演者の皆様、また、遠方から駆け

つけてくださいました参加者の皆様に感謝申し上げます。

さて、本冊子は楽しかった研究集会の証です。講演者の方々には、報告集作成にあたり、以下の

目的とお願いをいたしておりました。

作成目的 それぞれのご専門で発展した優れた技術の伝承、共有、もしくは再認識のための、また

は萌芽的研究の紹介のための、あるいはフィールドの異なる研究間における共通言語獲得の

ための、冊子を目指しております。

お願い このような目的のため、論文調よりもむしろ以下のような点を含めまして、原稿を作成し

ていただけますと幸いです。

� 多少の入門的解説、あるいは概説

� 問題意識、詳しい動機背景、あるいは面白い点、セールスポイント

� 今後の発展、もしくは妄想も含めた展開（大歓迎！）

誠に僭越なお願いではございましたが、講演者の皆様には、日本語でわかりやすい講演録を書い

ていただき、本研究集会の �証�を発刊することができました。重ねて御礼を申し上げます。

尚、本報告集の ��	ファイルは、
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����������������
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より入手できます。カラー図版等の閲覧にご利用くたさい。また、過去の研究集会 ������� 

������!の報告集も上記"#$サイトから辿ることができますので、合わせてご参照いただけま

すと幸いです。

本研究集会は、いくつかの科学研究費補助金の援助を受けました。補助金番号の一覧は次々ペー

ジのプログラムの最後に掲載してあります。最後に、研究集会開催にあたり、ご協力くださった

関係者の方々全てに感謝の意を表したいと思います。

���%年 !月

世話人を代表して

矢崎成俊
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ペーストへの記憶の刷り込みと乾燥破壊の制御 

 
日本大学理工学部 中原明生、松尾洋介 

 
ペーストを乾燥させると収縮に伴い通常は等方的なセル状亀裂パターンが

発生するが、乾燥前にペーストを揺すっておくと乾燥破壊後に発生する亀裂の

方向を制御することができ、その結果縞状パターンなどの異方的な亀裂パター

ンを作成できることがわかった。ここで、制御され発生した亀裂の方向と事前

の揺すりの方向がいつも垂直な関係にあることから、ペーストは初期に揺すっ

た方向をその後も記憶していることになる。ペーストのレオロジー測定と亀裂

パターンの形態相図を作成することにより、ペーストのメモリー効果には塑性

が重要な役割を果たしていることが分かった。 
 
１章「はじめに」 
 
  本実験を進めるにあたり、我々は二つの目的を掲げた。一つは理学的な側

面として最近話題の「ソフトマターのレオロジー」の基礎研究、特に「ペース

トのメモリー効果」の探求であり、もう一つは工学的な応用面としての「破壊

の制御」である。 
  これら二つの目的を達成するテーマとして、我々は「ペーストの乾燥破壊

の実験」を選んだ。ペーストとして炭酸カルシウムの粉と水の混合液を用意し、

アクリル容器に流し込んで温度 25℃・湿度 30％の一定環境下で乾燥させた。乾

燥が進むにつれ通常は等方的でセル状の亀裂パターン [1] が発生するが、本研

究ではこれらの亀裂の進行方向を制御し異方的な亀裂パターンを作成すること

ができたので、報告する。 
 
２章「異方的な亀裂パターンの出現」 
 
  最初の実験的な結果として、図１のような異方的な亀裂パターンを作成で

きたことを報告する。ここでは、3,000ｇの炭酸カルシウムの粉を 1,500 の水と

混ぜてペーストを用意し、直径 500ｍｍの円状のアクリル容器に流し込んで乾燥

破壊の実験をおこなった。 
  ペーストを流し込んだ直後に60秒ほど容器を水平のまま角度方向に回す形

で振動させてペーストを容器内に一様に広げてから乾燥させると、乾燥を開始

してから 3 日後に図１（a）のような放射状の亀裂パターンを得た。最初は容器

の形状による効果で放射状の亀裂パターンが発生したのかと思ったが、すぐに

6



このアイデアは間違いであることが分かった。というのは、次の実験では揺す

る方向を変え、容器を水平に一方向に振動させてから乾燥させたところ、今度

は図１（b）のような縞状亀裂パターンが発生したのだ。 
異方的な亀裂パターンの発生原因を見極めるために図１の（a）と（b）を

注意深く見ると、「初期に揺すった方向」と「その後発生する亀裂の方向」が垂

直な関係にあることが分かる。すなわち、ペーストは初期に揺すられた方向を

記憶しており、このメモリー効果がその後発生する亀裂の進行方向に影響を及

ぼしていることが分かった [2]。 
 

 
図１：異方的な亀裂パターン [2] （a）放射状の亀裂パターン。初期に回

転方向に振動させて作成。（b）縞状の亀裂パターン。初期に一方向に振動

させて作成。 
 

  異方的な亀裂パターンの成長過程も調べてみよう。図２は図３（b）で示さ

れた縞状亀裂の成長プロセスである。図２（a）に示された破壊の初期段階では、

初期に揺すった方向に垂直な縞がまばらに発生することがわかる。時間ととも

に、すでにできた縞と縞の間に新たな縞ができ（図２（b））、その後新たな縞の

発生は縞間の距離がだいたいペーストの厚さ程度に減少するまで続く。破壊の

最終段階では「縞状亀裂パターンの形成にともなって発生した横長の長方形形

状の破片」のそれぞれが図２（c）のように切断されて多数の短い長方形となり、

最後にはアミダくじを横にしたようなパターンが得られた。 
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図２：縞状亀裂パターンの成長 [3]。矢印は初期振動外力の方向を示す。（c）
で示された最終的なパターンは図１（b）に対応。 

 
３章「レオロジー測定」 
 
  ペーストのメモリー効果の成因について調べるために、応力制御型のレオ

ロメーターを用いてレオロジー測定をおこなった。図３は「炭酸カルシウムと

水の混合液」の降伏応力σY [Pa] を混合液中の粉の体積比（volume fraction）
ρ[%] で表したものである。 

図中の点線は液性限界（ρ＝25%）であり、このライン以下では降伏応力

がなく混合液は粘性流体と見なせる。一方、一点破線は塑性限界（ρ＝54%）

を表し、このライン以上では混合液が半固体状態となり流動性を失う。そして、

液性限界と塑性限界の間の領域でのみ、混合液はゼロではない有限の降伏応力

を持つ塑性流体として扱うことができ、このとき降伏応力の値は体積比の増加

に伴い単調にそして急激に増加する。 
 

 
図３：炭酸カルシウムと水の混合液の降伏応力σY [Pa] を体積比ρ[%] の
関数として実線で表した図 [2] 。点線は液性限界、一点破線は塑性限界。 
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  以上の結果より、本実験では塑性限界以下の体積比を持つ混合液に対して

体積比を系統的に変えながら乾燥破壊の実験を行い、混合液のレオロジー特性

がその後のメモリー効果にどのように影響を及ぼしているのか調べていく。 
 
４章「亀裂パターンの形態相図」 
 
  この章では、ペーストが初期の外力を記憶してその後の亀裂パターンが異

方的になる条件を求めるために、ペースト内の粉の体積比ρ[%] と初期振動外

力の強さを系統的に変化させた実験を行い、形態相図を作成した。ここで初期

振動外力の強さとは初期振動の加速度を意味し、振動の振幅をr [m] 、周波数を

f [1/s] で表したときには、4π2 r f 2 [m/s2] で表現される。以下の一連の実験で

は、初期外力の振幅を r = 15 [mm] に固定し、振動数を f = 20～60 [rpm] に
変化させて実験をおこなった。容器としては一辺の長さが 200 [mm] の正方形

状のアクリル製容器を用いた。各容器に入れる炭酸カルシウムの粉の量を 360 
[g] に固定し、水の量を変化させて混合液中の粉の体積比を変化させた。 
  図４に実験的に得られた亀裂パターンの形態相図を示す。図中、等方的な

セル状亀裂は○、縞状亀裂は■、セル状亀裂と縞状亀裂の混合パターンは△と

▲で表している。図４から、液性限界（ρ＝25%、点線で示す）より体積比の

大きさが小さい領域では等方的なセル状亀裂しか出現しないことが分かる。こ

れは液性限界より下では混合液は降伏応力を持たない粘性流体なので、初期に

揺すったとしてもその結果を記憶することができない、と理解される。また、

塑性限界（ρ＝54%、一点破線で示す）よりも体積比の大きさが大きい領域で

は、粉と水を一様に混ぜることができず、その結果乾燥破壊の実験自体ができ

ないことを述べておこう。 
  液性限界と塑性限界の間の領域は、領域 A、B、C と三等分される。領域 A
と C では等方的なセル状亀裂しか出現せず、唯一領域 B においてのみ異方的な

縞状亀裂パターンが出現する。そして、この「縞状亀裂の方向」と「初期に容

器を揺すったときの方向」とが常に垂直方向であることから、このパターンは

初期外力の方向を記憶し亀裂模様として視覚化したパターンであると言える。 
それでは、領域 A、B、C ともに同じように液性限界と塑性限界の間の領域

にあり塑性を持つペーストに対応しながら、なぜ領域 B の状況でしかペースト

は初期外力の方向を記憶しなのだろうか？その答えは、「領域 A と B を隔てる

実線」と「領域 B と C を隔てる破線」の持つ意味を知ることによって理解され

ることになる。 
  領域 A と B を隔てる実線は実は図３のレオロジー測定の結果得られた混合

液の降伏応力の値を用いて「降伏応力の大きさ」と「初期振動外力の最大値の

大きさ」が等しい状態を描いた線である。そのため、実線より下の領域 A では
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初期外力の強さが降伏応力の値よりも常に小さい場合に該当するので、例え初

期に容器は揺すられたとしても容器内のペーストは相対的にはいっさい動いて

いないことになる。ペーストは揺すられたと言う経験自体をしていないので、

その記憶は存在しない。一方、実線よりも上の領域 B では初期外力の強さは降

伏応力よりも大きくなるので、ペーストは揺れを感じ「ずり運動」をする。こ

のずり運動の方向をペーストは記憶するわけで、その後発生する縞状亀裂の方

向はつねにずり運動の方向とは垂直な関係になっている。 
では、実線よりも上の領域 B と C のどちらにおいてもペーストは揺れを経

験しているのに、その揺れを記憶してその後縞状亀裂が発生するのはなぜ領域 B
のみなのであろうか？その答えは、初期にペーストを揺すったときのペースト

の流動性を観察することによって理解される。領域 B と C を隔てる破線である

が、この破線よりも下の領域 B ではペーストは「ずり運動」していたが、この

破線より上の領域 C では初期外力の強さが多きため「波」が発生したり「乱流

状態」になっている。すなわち、領域 C ではペーストが揺すられすぎて乱れが

生じたため、せっかく揺れを経験したのにその記憶がかき消されてしまったこ

とがわかった。 
 

 
図４：亀裂パターンの形態相図 [2] 。パラメーターとしては、体積比ρ[%] 
と初期振動外力の強さ 4π2 r f 2 [m/s2] を系統的に変化させた。○：セル状

亀裂、■：縞状亀裂、▲と△：セル状亀裂と縞状亀裂の混合パターン。点

線：液状限界、一点破線：塑性限界。実線：降伏応力の大きさと初期振動

外力の最大値の大きさが等しいライン、領域AとBの境界に対応。破線：領

域BとCの境界、揺すったときの混合液の流動性で判別され、破線より下は

ずり運動、破線より上は波や乱流の発生、に対応。 
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最近の理論的な研究により、塑性を持つペーストが受けた外力を記憶する

理論的なモデルが大志田・関本両氏のよって提案され [4]、その後大槻氏により

乾燥破壊に応用されて実際に初期外力の方向とは垂直な方向に縞状亀裂が発生

することが示された [5]。 
 

５章「まとめ」 
 
  我々はペーストを事前に揺すって「ずり運動」を与えることによりその後

の乾燥破壊時に現れる亀裂パターンの形状を制御することができることを実験

的に見出した。この制御においては、ペーストが加えられた外力を記憶するメ

モリー効果が利用されている。本来破壊はおこっては欲しくないことだが、こ

の実験のようにたとえ破壊は止められなくても代わりに事前の操作で壊れ方を

制御できるのであれば、工学的な応用範囲は広いと考えられる。 
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剥離現象に対するモデリングとその数理解析

大阪電気通信大学　中根　和昭 東京都立高専　篠原　知子

テープを剥がすときに振動が生じる事は日常でよく経験することである。テープの剥がれる場所からの
影響がその振動に大きく関与していることは容易に想像がつくが、それをどう表現するかは考察を要するところである。ま
たたとえ数理モデルとして定式化出来ても、振動体自体の長さが時間により変化する事もあり、解析を進めていく事が困難
である様に思われる。このノートではこの現象に対するあるモデルを提案すると同時にそのモデルから得られた数値計算・
数学解析の結果を紹介する。

テープを剥がしたり硬い棒状の物を壁にこすりつけたりする時に、振動が

生じる事は日常の経験からよく見られることである。接着力が非常に弱かったり、緩く壁面に接触

している場合の事を考えれば、接触面からの影響が振動に大きな影響を与えているのは事実であろ

う。しかし、これらの現象を数理モデルとして定式化し解析を進めて行くには幾つかの困難な点が

見受けられる。まず接触面からの影響をどうモデルの中に取り込むかである。この影響を数学的に

どの様に表現していくかはこれといって知られている方法はない。次に振動する部分の長さが時間

によって変化していく事があげられる。振動する部分の長さの変化はフーリエの方法を適用しにく

くしている。このノートではこれらの現象をモデル化することについて一考察を与える。ただしこ

こではテープを剥がす場合のように振動する部分は長くなっていく場合のみを考えていく事にし

て、振動の様子（横波）は双曲型方程式に従うものとする。

　まず形式的なモデリングを試みる。いまテープの一端を持ち、テープが剥ける角度が一定になる

ように引き上げていくことを考える。テープが剥れるところに特別な力がかかると考えられるの

で、このモデルは形式的には剥がれる部分にサポートを持つδ関数 を非線形項に持つ方程

式として表現される。これでは方程式の意味がはっきりしないし本当に解けるかどうかも分からな

い。

　そこで非線形項の特異性を緩和するためにも、このモデルを 形式で考える事にする。

テープを引き上げる様子を簡潔に表現するために、テープは貼ってある部分とはがれた部分が直交

するように剥がしていくものとする。剥れる部分の長さと剥れた後の長さの比を として時間に

よらず一定とすれば、引き上げる端点は 軸と角度 で交わる直線上に乗るはずである。これを

軸として剥がれていく方向を正の向きに取る。すると作用積分は以下のようになる。ただし剥れる

部分からの影響はここでは として表現するが、これの意味は第二章で述べる事とする。以下で

は は線密度、 は張力を表わすものとする。
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ただし は 上のある区間、 はある定数、 は集合 の特

性関数であるとする。

以下では （剥がれる前後でテープの長さは変化しない）として考える事にする。

この汎関数の停留点を求めていかねばならないのだがこの汎関数はその非線形項故に凸とはなら

ず、また定義域となる関数空間 を工夫しないと連続にはならない。そこで停留点には適度な正

則性が有るものとして 方程式を導出する。

以下ではこの方程式系を考えていく事にする。数学的な興味としては局所的・大域的を問わず解の

存在が挙げられる。また 形式からの定式化で有るので周期解の構成と漸近挙動について

の考察も必要である。

についての考察 外部からの影響として に を付け加えた汎関数を考えた。

これについての考察を行う。ただしこの章の話題は多次元の場合でも成立するので、次元を一般次

元に拡張して考える（ 参照 。

の第二式は以下の様に導出される。 を任意にとり、以下

の関数を定義する。

ただし で は空間に時間を加えたベクトル

とする。いま停留点に滑らかさを仮定すると、この関数に対して第一変分を取ることができる。す

ると

が得られる。すなわち

である。ここで解の漸近展開の一次近似が成立するとすれば、左辺は特性多項式と解釈できる。更

に，特性多項式が内部から自由境界を移動させるものを表現しているとすると，この式は，これと
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外部の影響Ｑが釣り合っている状態を表していると解釈できる。たとえば一次元の場合に、この第

二式から境界の伝播速度を導出すると

となる。この式より が正であれば境界の移動速度は振動体の伝播速度より遅い事がわかる。こ

こではこれが振動の原因であると考える。

数値計算の紹介 ここでは数値計算結果を紹介する（ 参照 。数値計算は一次元の場合

に固定領域法を用い行なった。以下では変数変換より 、 となっているものとする。

ここで初期条件は

境界条件は

ただし は与えられた関数で と は正の定数とする。初期条件 は既に

だけ剥がれている状態を示しており は引き上げる端点の位置を示している。

　以下の数値計算では初期条件・境界条件は次の様に設定しておく。

ただし

以下は計算例であるが、境界条件は全て としてある。
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これらの数値計算の結果から自由境界は の形に添って振動している事が分かる。またこの振

動の様子は張力や密度のような物理パラメータによっている。これらを調節して伝播速度と数値計

算の結果とを比較してみると非常に強い相関が得られている。これらの結果から振動体の伝播速度

より自由境界の速度が遅い事によって自由境界と引き上げる端点間での反射が生み出され、この様

な振動になっているものと考えられる。次の章ではこの考え方に基づいて解の構成を行う。

数学解析の結果の紹介 以下では今までに得られている数学解析の結果を紹介する。まず、

次のような変数変換を施す。
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初期条件 と は直線 上で定義されているので、これらは で新

たに定義される事になる。しかし簡単のために変数を変えたとしても同じ記号 と で表現する物

とする。境界条件 についても同様に で与えられているので の関数と

して を表現する。すると は以下の様になる。

これを元にして問題の定式化を行う。変数変換（回転）を施す事で解を元の変数 に戻す事は

非常に容易であるので，このノートでは以下の問題の解の構成を行う。

を正の定数として、 を で満たし、以下の条件を満足する関

数の組みを見つけよ。

関数 は以下の

条件を満たすとする。

は引き上げる点での整合性を は自由境界の での整合性を示してい

る。これらは解の滑らかさを保障している。 はここでは数学的な理由として付け加えられた
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仮定であるが、これは自由境界上での 条件であると考えられる。 は大域解が存在する

ための十分条件である。

次の により局所解を構成する。これは本質的には で与えられた物である。

（ 参照 を正の定数、 を 軸上の区間とする。 を以

下を満たす関数とする。

すると以下の関数が定義できて

関数の組み

と は

を満たす。さらに、この関数の組み は を満たす唯一つの解である。

この様にして与えられた局所解を帰納的に接続していく事で大域解を構成する。帰納法におけ

るステップは伝播の半周期（引き剥がす場所の影響が自由境界まで届くまで、あるいは自由境界の

影響が引き剥がす場所まで届くまで）を基準に考えている。

（ 参照 任意の に対して の解は一意的に存在する。

次に周期解の存在について議論を行う。ある時刻から となる例を考える。すると自由境

界が周期的な挙動を示す事がわかる 。またこの問題は時間局所的に で

ある ので が非常に小さいときに自由境界は周期解のように振舞う事が分かる

。

参照 境界条件 は以下を満たすとする

ただし はある正の数とする。すると自由境界は周期的な運動をする。

参照 関数 と は の
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解でそれぞれの初期・境界条件は と で与えられる物とする。むろん と

は を満たしているとする。

を正の数とする。任意の に対して が存在して、もし

ならば

である。

初期条件 の定義域を より広く取る事を許せば、この問題は

になる。これは解の構成から簡単に導かれる。

は と独立に取ることはできない。なぜなら から、もし が十分大

きな で成り立っていたなら、自由境界はある定数 を周期にもつ周期関数になることがわかる。

この周期は初期条件に連続に依存するので、 の の周期 を が無理数になる

ように取ることができ、任意の と に対しても、ある が存在して

とできるからである。

最後に漸近挙動について考える。引き上げる速度は（ の様に０に収束するものとする。

単調減少関数 が存在して

以下の定理は、テープを引き剥がす速さ が非常に小さくなる場合に、自由境界は周期関数

に非常に良く似た動きをする事を示している。証明には、ある意味で速度の一様性が必要である

が、その条件が である。

参照 は の解で初期・境界条件は とする．また に

は の条件を付加しておく。

任意の実数 に対し を次の条件を満たす関数とする．

但し と は任意に小の正の定数とする． を 境界条件を に変えた の解で

あるとする．このとき，任意の と に対し、ある正の定数 が存在し、任意の

に対し、以下が成り立つ．
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今後の課題 これまでの研究では、時間が正の方向に進展する場合に、自由境界を構成し

ていった。この方法を応用して、時間が負の方向に進展する場合にも自由境界を構成することが出

来ると考えている。今後は、これを数学的に定式化するのが課題である。これが実現できれば、以

下の現象にも応用することができると考えている

たとえば“棒状の物を壁面にこすり付けると壁面が傷つく事がある。では、どのくらいの仕事

が傷を付けるのに使われるのだろうか？”という現象を考える。仕事の使われる概略を示すと

「加えた仕事」＝「熱に変わる仕事」＋「棒を振動させる仕事」＋「傷をつける仕事」

となる。ここで熱に変わる仕事については観測が可能である。もし、この棒を振動させる仕事の詳

細が分かれば最も興味のある「傷をつける仕事」が判明するはずである。棒の振動は縦波と横波の

二つに分けられる。縦波は通常のスリップ・スティック運動としてフックの公式を用いて定式化し

ている。この時端点での摩擦が問題になるが、それは端点の速度により決定される。この速度は横

波の効果に強く影響を受けていると考えられるので、この議論によってこの現象がより精密に定式

化できると考えている。
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ソフトマテリアルにみられる秩序構造について
野々村真規子　山田耕太郎　太田隆夫

高分子ジブロック共重合体は、相分離におけるドメインの成長がメソスケー
ル以下でとまり、安定な周期構造が形成されることで知られている。このよう
な相分離はミクロ相分離とよばれている。形成される周期構造には、ラメラ構
造、シリンダー構造、BCC球構造、ジャイロイド構造があり、どのような条
件（温度や組成比など）でどれが熱平衡構造であるかはよく調べられている。
また近年では、温度の変化によって、安定だった構造を不安定化させ、別の構
造への転移過程を調べる実験が行われているようになってきている。我々は、
ミクロ相分離に汎用的に適用できる自由エネルギーを用いて、この構造間の転
移キネティクスを研究している。1–3 研究会では、転移の過程で見られる様々な
中間構造を中心に研究結果を紹介した。
ミクロ相分離を表わす自由エネルギー4は次のように書けることが知られて
いる。

F{φ} =

∫
d~r

[
1

2
(∇φ)2 − τ

2
φ2 +

g

4
φ4

]
+

α

2

∫
d~r

∫
d~r′G(~r, ~r′)(φ(~r) − φ̄)(φ(~r′) − φ̄) (1)

ここで、φは高分子ジブロック共重合体のブロック局所体積分率の差である。
また、αと gは正定数、φ̄はφの空間平均である。τは温度に関係するパラメー
タで、その値が小さいと高温の一相状態を、大きいと低温のミクロ相分離状態
を表わす。関数Gは−∇2G = δ(~r − ~r′) で定義されるグリーン関数である。変
数 φは保存量であるので、式 (1)から φの時間発展方程式は次のようになる。5

∂φ

∂t
= ∇2 δF

δφ
= ∇2

(
−∇2φ − τφ + gφ3

)
− α

(
φ − φ̄

)
(2)

この方程式の解の一つにジャイロイド構造があることは三次元シミュレーショ
ンで示されている。6

ジャイロイド構造は他の構造と平衡周期が異なる。一般に三次元しかも平衡
周期が異なる構造間の転移に、式 (2)を直接用いることは、境界やシステムサ
イズの影響が大きく難しい。そこで、我々は以下のようにモード展開を行い、
振幅方程式を導出することで転移キネティクスを調べた。

φ(~r, t) = φ̄ + [
12∑
l=1

al(t)e
i~ql·~r +

6∑
m=1

bm(t)ei~pm·~r

+
12∑

n=1

cn(t)ei~kn·~r + c.c.] (3)

式 (3)中の c.cは複素共役を表わす。また、逆格子ベクトル ~ql、~pm、~knの定義
は以下の通りである。

~q1 = CQ(2,−1, 1) ~q2 = CQ(−2, 1, 1)
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~q3 = CQ(−2,−1, 1) ~q4 = CQ(2, 1, 1)

~q5 = CQ(−1,−2, 1) ~q6 = CQ(1,−2, 1)

~q7 = CQ(−1, 2, 1) ~q8 = CQ(1, 2, 1)

~q9 = CQ(1,−1,−2) ~q10 = CQ(1, 1,−2)

~q11 = CQ(−1, 1,−2) ~q12 = CQ(−1,−1,−2)

~p1 = CP (2, 2, 0) ~p2 = CP (2,−2, 0)

~p3 = CP (0, 2, 2) ~p4 = CP (0,−2, 2) (4)

~p5 = CP (2, 0, 2) ~p6 = CP (−2, 0, 2)

~k1 = CQ(−z,−z + 1, z + 1) ~k2 = CQ(z − 1, z + 1, z)

~k3 = CQ(z,−z − 1, z − 1) ~k4 = CQ(−z + 1, z, z + 1)

~k5 = CQ(−z, z + 1, z − 1) ~k6 = CQ(z, z − 1, z + 1)

~k7 = CQ(−z − 1,−z, z − 1) ~k8 = CQ(z − 1,−z, z + 1)

~k9 = CQ(z + 1,−z + 1, z) ~k10 = CQ(z + 1, z, z − 1)

~k11 = CQ(−z − 1, z − 1, z) ~k12 = CQ(−z + 1,−z − 1, z)

ただし、 CQ = Q/
√

6、CP = P/(2
√

2)、z = 2
√

3/3であり、P とQの間には

Q2 =
3

4
P 2 (5)

という関係がある。例えば、ラメラ構造は a1 6= 0以外の振幅がゼロ、ヘキサ
ゴナルシリンダー構造は a2 = a6 = a10 6= 0以外の振幅がゼロ、BCC構造は
a1 = a7 = a12 = c1 = c7 = c12 6= 0以外の振幅がゼロ、ジャイロイド構造は
al = aG 6= 0, bm = bG 6= 0, cn = 0 (l, n = 1, · · · , 12,m = 1, · · · , 6) などのよう
に、式 (3)を用いると、ラメラ構造、ヘキサゴナルシリンダー構造、BCC構
造、ジャイロイド構造の４つをすべて表わすことができる。式 (3)を式 (2)に
代入し逆格子ベクトル間の関係（q2 + q6 + q10 = 0など)を考慮すると、それ
ぞれの振幅に対する振幅方程式が求まる。

da1

dt
= (−Q4 + τQ2 − α)a1 − gQ2[3(φ̄2 − a1

2)a1

+ 6(
12∑
l=1

al
2 +

6∑
m=1

bm
2 +

12∑
n=1

cn
2)a1

+ 6(φ̄a3b4 + φ̄a7a12 + φ̄c7c12 + a1b2b5 + a2a3a4

+ a2a5a8 + a2a6a7 + a3b1b2 + a3b1b5 + a3b2b6

+ a3b5b6 + a4a9a10 + a4a11a12 + a5a10b2 + a5a10b5

+ a5a12b6 + a6a9b3 + a6a9b6 + a6a11b2 + a6a11b4

+ a6a11b5 + a7a10b1 + a7c1c7 + a8a9b4 + a8a11b1

+ a8a11b3 + a12c1c12 + b4c8c9)] (6)

他の振幅に対しても同様な形の振幅方程式が求められる。また、前述したよう
に一般にジャイロイド構造と他の構造間の転移は平衡周期の変化を伴うため、
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周期の時間発展も考慮する必要がある。そこで、我々は波数に対して次のよう
な時間発展を導入した。

dP 2

dt
= −h

∂Famp

∂P 2

= −h

[(
3

4
− 4α

3P 4

) (
12∑
l=1

al
2 +

12∑
n=1

cn
2

)

+
(
1 − α

P 4

) 6∑
m=1

bm
2

]
(7)

ここで、Fampは式 (3)を式 (1)に代入して求めた自由エネルギーで、振幅と波
数を用いて Famp = F ({al}, {bm}, {cn}, P )とかける。hは正の定数である。ま
たQを消すために式 (5)を用いている。
ここからは式 (6)などの振幅方程式と式 (7) の数値シミュレーションの結果

を紹介する。以下のシミュレーションではすべてα = g = h = 1とした。図１
は 2モード展開により求めた相図である。無秩序相を初期値として振幅方程式
と式 (7)を数値的に解き、得られた平衡構造の自由エネルギーを比較して求め
た。図中の Lはラメラ構造、Gはジャイロイド構造、H はへキサゴナルシリ
ンダー構造、SはBCC構造、DISは無秩序相がもっとも安定であることを示
す。Matsenら7やMilnerら8が求めた相図と同様に、この図からもへキサゴナ
ルシリンダー構造とラメラ構造が安定な領域の間にジャイロイド構造が安定な
領域が存在していることがわかる。

次に、ジャイロイド構造（φ̄ = −0.1, τ = 2.2）からラメラ構造（φ̄ = −0.1,

τ = 2.5）への構造間転移の結果を紹介する。構造間転移は一次転移であるた
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め式 (6)などの振幅方程式には揺らぎの項を加えてシミュレーションを行った。
図２は t = 0で τ = 2.2を τ = 2.5へと変化させたときの転移の様子である。
途中 t = 14400当たりで中間構造をとることがわかる。この中間構造は Fddd

対称性をもっている。（図３）この構造は、界面活性剤系9やトリブロック高分
子10の実験で報告されているでなく、ブロック共重合体の平衡構造の一つであ
るという論文11が出て議論を呼んでいる。

我々は振幅方程式を用いてジャイロイド構造を考慮に入れたメソフェイズの
安定性と構造間転移について研究を行った。それによって転移過程での中間構
造の形成も調べることができた。しかし多くの実験でみられているような核成
長による転移キネティクス、また最後に述べたFddd構造の安定性など、まだ
いくつかの課題を残している。今後これらの問題にも取り組んでいく予定で
ある。
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吸収と拡散の相互作用による浸透領域の分離、融合、
再分離現象について

友枝 謙二

大阪工業大学工学部

E-mail: tomoeda@ge.oit.ac.jp

はじめに

拡散と吸収との相互作用に関する数理モデルは 多くの分野での興味深い現象

を記述するのに用いられている．中でもこの相互作用によって引き起こされる

著しい性質の一つにサポートの分離現象がある．典型的な数理モデルとして

は、1次元空間での吸収性媒体流れを記述する次の方程式が知られている．こ

の場合 サポートとは流体の浸透領域を意味する．

vt = (vm)xx − cvp, x ∈ R1, t > 0, (1)

v(0, x) = v0(x), x ∈ R1, (2)

ただし以下の条件をおく．

条件 1

(i) m(> 1), p(> 0) と c(≥ 0) は 定数で m + p ≥ 2 とする;

(ii) v0(x) ∈ C0(R1) は非負でコンパクトサポートを持つ．

解析的な観点からは以下のことが示されている ([2, 3],[7]):

(P-1) c = 0,または c > 0且つ p ≥ 1の時は拡散効果が優勢であり supp v(t, ·)
は時間発展に伴って単調に拡がっていく．すなわち

(i) p ≥ m > 1 且つ c ≥ 0 の場合は

lim
t→∞ supp v(t, ·) = R1 (3)

(ii) m > p ≥ 1 且つ c > 0 の場合は 次の式を満たすある定数M1 と M2

が存在する．

supp v(t, ·) ⊂ [M1,M2] (t ≥ 0). (4)

(P-2) c > 0 且つ 0 < p < 1 の時は 吸収効果が優勢であり、解はある有限時刻

T ∗(> 0)で消滅する．

(P-1) の場合、 連結な初期サポートから出発した解のサポートは 決して分
離しない．

(P-2) の場合、2つの極大値を持つ初期関数から出発した解のサポートは 分
離する可能性がある ([1],[6])． さらに 数値サポートの再分離現象をも得られ
ている．数値計算の観点から、分離現象、融合現象、さらに再分離現象が正し
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図 1: サポートの再分離現象, 左は模式図, 右は数値例

いか否かを判定するのは困難である．なぜなら 数値計算に用いた時間ステッ
プと空間メッシュ幅は十分小ではあるがしかし零ではないからである．言い換
えれば メッシュ幅 h → 0 としたときに、各 hにおいて分離したサポートがそ
のまま保たれるか否かは一概には結論できないからである.
本文では、m + p = 2 (0 < p < 1) の場合を扱い、再分離現象を再現するよ

うな初期関数の構成法について述べる．そのための準備として分離現象と界面
方程式に関する結果を次節に記す．

2. 分離現象と界面方程式
u ≡ vm−1 と置き換えることによってもとの方程式を次の形に書き換える．

ut = muuxx +
m

m− 1
(ux)

2 − (m− 1)c, (5)

u(0, x) = u0(x) ≡ (v0(x))m−1. (6)

条件 2

(i) u0
x ∈ L∞(R1) ∩BV (R1);

(ii) u0
x(x) は I ≡ supp u0 上で 絶対連続、且つ ess.inf

x∈I
u0

xx(x) は有限である．

以下の議論ではm, p, cは次の条件3を、初期関数 v0(x)は条件 1-ii)と条件 2
をそれぞれ満たしているものとする．

条件 3
m + p = 2, m > 1, c > 0. (7)

条件 3に制限する理由は、差分法の収束および分離・融合・再分離の証明に用
いる幾つかの不等式がm + p > 2 (m > 1, 0 < p < 1)の場合に得られていない
ことにある．

分離定理 ([6]) supp v0(t, ·) = [α1, α2], α1 < β1 < γ1 < γ2 < β2 < α2 とし 以下
の不等式を仮定する．

u0(βj)

(m− 1)c + mC0CE

>
‖u0‖L1(γ1,γ2)

(m− 1)c(γ2 − γ1)− (m + a)C0TV (u0
x)

> 0 . (8)
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ただし、

C0 = ‖u0‖∞, CE = −ess.inf
x∈I

u0
xx(x), a =

m

m− 1
, ‖ · ‖∞ = ‖ · ‖L∞ .

すると 解 v(t̃, x̃) = 0 且つ v(t̃, βj) > 0 (j = 1, 2) となる t̃ > 0 と x̃ ∈ [γ1, γ2] が
存在する．

この定理は、零点の発生を述べているだけで、零点集合の区間が発生すると
いう意味のサポート分離ではない．ただし、界面が縮むための十分条件の一つ
として界面方程式 (14)(後述) において ξ̇(t) > 0と置くことによって得られた
不等式

‖u0
x‖∞ <

√
(m− 1)c

a
(9)

を初期関数 u0(x) に課すれば、零点発生後はサポートは縮むことから、零点集
合の区間が発生することになる．分離後再融合することはない (‖ux(t, x)‖∞ ≤
‖u0

x(x)‖∞ は差分解の解析から得られている)．従って、分離・融合・再分離過
程を議論するには (9)が成り立たない場合の分離定理を考える必要がある．
式 (8)は以下の考えから導かれる．u(t, β1) と u(t, β2) を下からL∞-ノルムで

評価する．すなわちこれらが消滅しない時刻を評価する．(8)の左辺がその時
刻を表す．一方、区間 [γ1, γ2] では、u(t, x) を上から評価し零点が発生する時
刻を求める．しかし、上からの評価には L∞-ノルムは使えない。むしろ 差分
解の収束証明などに用いられた評価式等から考えるとL1-ノルムが好都合であ
る．それらの評価式を用いて得られた時刻が右辺である．

サポート分離過程では、一旦零点が発生したら、その時刻から微小時間サ
ポートが分離し続け零点区間が発生することが直感的に推測される．しかし、
零点発生後の零点区間発生については著者にはまだ一般的な証明はできていな
い (怪我をした傷口が開くという現象)．しかし初期関数を x = 0で左右対称に
限ると可能となる．すなわち、x > 0で零点が発生したら、解も対称ゆえ −x
でも零点が発生する．ここで Chen, Matano と Mimura の結果 ([1]) ”極大値
をとる点の数は非増加” を用いることによって区間 [−x, x] 上で解は零になる．
これが本文での証明の方法である．

零点の発生については
• 初期関数の谷底の区間の幅が十分広い
• 初期関数の谷底の高さが十分小さい

のいずれの場合にも期待される．後者については 3節で示す．前者について示
そう．次式を仮定する．

u0(βj)

(m− 1)c + mC0CE

>
ε

(m− 1)c
(j = 1, 2), (10)

u0(x) = ε (γ1 ≤ x ≤ γ2) (11)

すると、式 (8)は γ2 − γ1 を十分大にすることによって次式が得られることか
ら導かれる．

u0(βj)

(m− 1)c + mC0CE

>
ε

(m− 1)c− (m+a)C0TV (u0
x)

γ2−γ1

>
ε

(m− 1)c
(j = 1, 2)

(12)
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不等式 (10)は、その左辺の分母のmC0CE がなければ、自明である．しか
し、2つの山頂 (極大値)があってもサポートは必ずしも分離するとは限らない
(具体例は [4]参照)．また、山頂と谷底の高さを比べてその差が小さい場合に
はどんなに谷底の幅 γ2 − γ1を大きくしても分離しないだろうと予想される．
2つの山頂は時間発展とともに 1つの山頂にになりそして消滅していく．従っ
て 不等式 (10)でその左辺の分母のmC0CEを削除しただけの自明な条件だけ
では分離するための十分条件として不十分である．

界面方程式 ([5]) 以下のことを仮定する．
u0

x(α1 + 0) > 0. (13)

ただし、supp u0 = [α1, α2]．このとき 左側の界面 ξ(t) は次式で表される．

ξ̇(t) = − m

m− 1
ux(t, ξ(t) + 0) +

(m− 1)c

ux(t, ξ(t) + 0)
for t ∈ (0, T ), (14)

ξ(0) = α1, (15)

ただし T は u0
x(α1 + 0) に依存する正数である．

なお、右側の界面方程式もこの定理に倣って表すことができる．

界面方程式 (14)の右辺の第 1項はいわゆる c = 0のときの porous media 方
程式の解のサポートの拡張伝播を表し、第 2項は吸収効果によるサポートの収
縮伝播を表す．

3. 再分離現象
以下の形をした x = 0で左右対称な初期関数 v0

ρ(x)を考える．分離・融合・再
分離を引き起こすような初期関数の作り方を簡単に述べる．

図 2: Initial function v0
ρ(x; ε, d1, d2).

1) 図 2に示した初期関数において ρ = 0 すなわち サポートが 2つに分離し
た初期関数 v0

0(x; ε, d1, d2)を考える。

2) v0
0(x; ε, d1, d2) 対して βj = (−1)jβ(j = 1, 2)とし (10)を満たすような形
状にする．

3) v0
0(x; ε, d1, d2)対して、サポートが融合するようにx = ±d1でのv0

0(x; ε, d1, d2)
の傾きを設定する．界面方程式とそのとき決まる時刻Tによって、サポー
トの拡がる距離を求め、それ未満に d1を設定する．同時に

v0(T,±β; ε, d1, d2) > 0

となるようにさらに T を十分小さくする．そのためには、d1をさらに小
さく取ることによって、融合する時刻を十分小さくする．改めてこの時
刻を T と置くとサポートは遅くとも t = T までに融合する．
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4) v0
0(x; ε, d1, d2)対して、高さ ε部分に相当する区間幅 d2を十分大きくする
ことによって、(T, T ′]× [d0, γ](d0 > 0)において零点の発生を可能とす
る ([8])．

5) (0, T ) × [d0, d1] で vρ(t, x) (ρ > 0) の零点が発生するように ρを十分小
さくとる．

再分離定理 上に述べた 1)から 5)の方法で構成された初期関数に対する解
vρ(t, x; ε, d1, d2) について以下のことが成り立つ．
i) 初期サポートは連結である;
ii) 零点は (0, T )× [d0, d1] で発生し、区間 [−d1, d1]内でサポートは分離する;
iii) 分離したサポートは t = T までに融合する;
iv) 融合したサポートは (T, T ′]× [d0, γ)で再び零点が発生し、区間 (−γ, γ)内
で再分離する．

証明 i)は自明であり、iii)は比較定理によって得られる．iv)は、v0(t, x; ε, d1, d2)
のサポート再分離の証明が 0 < ρ < ε の時にも適用できることから導かれる
([8])．最後に ii)を示そう．簡単のために

vρ(t, x) = vρ(t, x; ε, d1, d2)

uρ(t, x) = uρ(t, x; ε, d1, d2) ≡ (vρ(t, x; ε, d1, d2))
m−1.

と置く．
t < T かつ ρ > 0 に対して vρ(t,±β)) > 0 がであることは初期関数の作り

方より明らかである．S = [0, T ] × [d0, d1] とし、 S が ある ρ̃(> 0)に対して
vρ̃(t̃, x̂) = 0 となる零点 (t̃, x̂)を持つことを示そう．そのためには、ρ(> 0)に
対して S 上で vρ(t, x) > 0 と仮定しよう．

(5) から次式が得られる．
∫ d1

d0

uρ(t, x)dx =
∫ d1

d0

uρ(0, x)dx

+
∫ t

0

∫ d1

d0

{
muρ(t, x)uρxx(t, x) + a(uρx(t, x))2 − c′

}
dxdt

= (d1 − d0)ρ
m−1

−
∫ t

0

{
(d1 − d0)c

′

−(m− 2)a
∫ d1

d0

uρ(t, x)uρxx(t, x)dx− a
[
uρ(t, x)uρx(t, x)

]d1

d0

}
dt

≤ (d1 − d0)ρ
m−1

−
{
(d1 − d0)c

′ − a max
[0,t]×[d0,d1]

uρ(t, x)
(
(2−m)TV (u0

ρx) + 2‖u0
ρx‖∞

)}
t

for t ∈ [0, T ]. (16)

ρ1 を次式を満たす任意の正定数とする．

ρ1
m−1 <

(d1 − d0)c
′

a
(
(2−m)TV (u0

x) + 2‖u0
x‖∞

) . (17)

すると解 vρ(t, x) の t と xに関する連続性と ρに関する比較定理によって次式

を満たす正定数 ρ2 と T̃ < T が存在する．

max
[0,t]×[d0,d1]

uρ(t, x) < ρ1
m−1 for t < T̃ and ρ < ρ2 < ρ1. (18)
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T (ρ)を

T (ρ) =
(d1 − d0)ρ

m−1

(d1 − d0)c′ − aρ1
m−1

(
(2−m)TV (u0

x) + 2‖u0
x‖∞

) , (19)

とし、ρ̃(< ρ2) を T (ρ̃) < T̃ を満たすように選ぶ. すると TV (u0
ρx) ≤ TV (u0

x),
‖u0

ρx‖∞ ≤ ‖u0
x‖∞ と (16) から次式が従う．

∫ d1

d0

uρ̃(t, x)dx < 0 for t ∈ (T (ρ̃), T̃ ]. (20)

これは証明の仮定に矛盾する．すなわち vρ̃(t̃, x̂) = 0 が成り立つような (T0, x̂)
が Sが存在する．解の対称性から ii)が従う．証明終．
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競争係数無限大の競争系の界面の形成とその挙動について

中島主恵
東京海洋大学 海洋科学部

1 Introduction

本研究は Georgia Karali 氏 (Univ. of Toronto), 飯田雅人氏 (岩手大), 三村昌泰氏 (明
治大), 柳田英二氏 (東北大), 若狭徹氏 (早稲田大) ([5], [12]). との共同研究である．
本稿では次のような競争拡散系を考える.





ut = D1∆u + (a− eu− bv)u, in Ω× (0,∞),

vt = D2∆v + (e− fv − cu)v, in Ω× (0,∞),

(1)

ここで D1, D2, a, b, c, d, e, f は正の定数，Ω は IRN 内の領域で境界 ∂Ω は滑らかなものと
する．互いに競合関係にある二種個体群において，二種間の競争が激化した状況では，両
種は空間的にどのような配置をとりながら競争するのだろうか？
二種競争系 (1)の棲み分けを数学的に記述する試みに関しては，既に多くの研究がある．
これらの研究では，拡散係数が小さくて Ω が適度にくびれていれば棲み分けが起こると
いうことが数学的に正当化されている（[8], [9], [6]など）．この状況では，拡散による移
動がくびれた部分で停滞することが原因で個体群の分布の一様化が妨げられるのである．
では，(1)において拡散係数が小さくなくて Ω が凸な場合には棲み分け・縄張り争いは起
きないのだろうか？ このような状況では，定常的な棲み分けは安定には存在しないこ
とが知られている（[7])ので、時間が十分たつと個体群の分布は Ω 上で一様になってし
まう．したがって分布が一様になってしまうまでの間に，二種がいかに「棲み分け」なが
ら各々自種の縄張りを変動させていくかを調べることが目的である．
本講演では２種間の競争が非常に激しい場合の解の挙動を考える．すなわち (1) におい

て種間競争率を表す b, c を b, c → ∞ とした特異極限を解析する．特に興味深いのは，u

と v の間に極端な優劣の差がない状況のもとで b, c → ∞ となった場合である．すなわ
ち b/c を一定に保ったまま b, c →∞ とする状況を考える．微小パラメータ ε を導入して
b を b/ε3, c を c/ε3 とおきなおし，適当な変数変換をほどこすと上記の方程式系は次のよ
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うにかきかえることができる．




ut = ∆u + (a− u)u− b

ε3
uv, in Ω× (0,∞),

vt = D∆v + (d− v)v − c

ε3
uv, in Ω× (0,∞).

(P)

境界条件と初期条件は次のようにあたえる．

∂u

∂n
=

∂v

∂n
= 0, on ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x) > 0, v(x, 0) = v0(x) > 0, in Ω.

ここで n は ∂Ω への外向き法線，a, b, c, d, D は正定数，ε は微小係数である．
形式的計算や数値実験より，微小時間内に２種の棲息領域は完全に分離され，両種の縄
張りの境目 Γ(t) があらわれることが知られている．その後 Γ(t) はある法則に従い運動を
はじめるが，その運動は次の自由境界問題に支配される．





u∗t = ∆u∗ + (a− u∗)u∗, v∗ ≡ 0 in D(t),

v∗t = D∆v∗ + (d− v∗)v∗, u∗ ≡ 0 in Ω\D(t),

c
∂u∗

∂ν
+ bD

∂v∗

∂ν
= 0 on Γ(t),

(2)

ここで
Γ(t) = ∂D(t),

ν は Γ(t) の内向き法線．

以下２章では主結果を紹介し，４章では初期段階における界面の形成についてを形式的
に議論する．５章では次段階における界面の運動過程を形式的に説明する．さらに６章，
７章ではそれぞれ４章，５章において行った議論を数学的に正当化する．

2 主結果
はじめに初期界面 Γ0 を定義する．

R1(0) = { x ∈ Ω | cu0(x) > bv0(x) }, R2(0) = { x ∈ Ω | cu0(x) < bv0(x) },

Γ0 = ∂Ω\(R1(0) ∪R2(0)),

とおき，R1(0) と R2(0) はともに内点をもつとする．

2
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仮定 1 (初期値の非退化性 ) u0, v0 は次をみたす．

inf
∂Γ0

|c∇u0 − b∇v0| > 0.

注 1 仮定 1 により Γ0 は N − 1 次元の超曲面でその平均曲率は有界になる．

(u∗(x, t), v∗(x, t), Γ(t)) を自由境界問題 (2) と次の初期条件をみたす解とする．

u∗(x, 0) =
cu0(x)− bv0(x)

c
, in R1(0), v∗(x, 0) = −cu0(x)− bv0(x)

b
in R2(0).

(3)

仮定 2 (u∗(x, t), v∗(x, t), Γ(t)) は (2) と初期条件 (3) の Ω× [0, T ] における古典解である．
すべての t ∈ [0, T ] にたいし Γ(t) は Ω 内で閉であり C2 の超曲面である．かつ t に関し
て C1 である．

仮定 3 u∗ と v∗ は非負の連続関数で |u∗|, |∇u∗|, |∆u∗|, |u∗t | は t に関して ¯D(t) 内で一様
有界，|v∗|, |∇v∗|, |∆v∗|, |v∗t | は t に関してΩ\D(t) 内で一様有界になる．

仮定 4 inf
y∈Γ(t)

lim
x → y

x ∈ R(t)

|∇u∗(x)| > 0, inf
y∈Γ(t)

lim
x → y

x ∈ Ω\R(t)

|∇v∗(x)| > 0.

Theorem 1 正定数 C が存在して十分小さい ε > 0 にたいし，

|uε(x, t)− u∗(t, x)| < Cε,

|vε(x, t)− v∗(t, x)| < Cε for (t, x) ∈ [ε2, T ]× Ω,

が成立する．ただし (uε(x, t), vε(x, t)) は (P) の非負解.

自由境界問題 (2)については，[2] によって弱解の存在・一意性が知られている以外には
まだ何もわかっていない．関連する問題として，(2)の最後の等式（自由境界での flux の
釣り合い条件）を

µ
dΓ(t)

dt
= −

(
c
∂u∗

∂ν
+ bD

∂v∗

∂ν

)
ν (µ > 0) (4)

に置き換えた自由境界問題については，古典解の存在・一意性・挙動が，N = 1 のとき
に限ってではあるが，[10], [11], で論じられている．我々の自由境界条件は (4)で µ = 0

となった場合に相当する（ dΓ(t)/dt = 0 と考えてはいけないことが，別の考察からわか
る）．つまり，自由境界条件の中に dΓ(t)/dt が陽的に現れない．そのため，(2) は放物型
方程式の自由境界問題としては「退化」している．(2)の解の挙動については今後の解析
が待たれるところである．
我々は，とりあえず (2)の解の滑らかさを仮定した上で，議論を進める．
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3 既存の結果
一般の反応拡散系において,界面と呼ばれる解のが急激にその値を変化させる部分に着
目し解のダイナミクスを調べる研究は近年盛んに行われている．多くの研究は，拡散係
数を０とした特異極限を扱ったものであり, 本研究のように相互作用の大きさをあらわす
係数を無限大にしたときの特異極限を扱ったものはまだそれほど多くない（[3]，[1]，[4]

参照）．
問題 (P)における棲み分けの過程に関してはDancer-Hilhorst-Mimura-Peletier[2] が

H1(Ω× (0, T ))の枠組みで同様の問題を扱い，(P)の解が自由境界問題 (2) の解に収束す
ることを示している.

本研究では初期段階における界面が形成される過程，次段階における界面が運動する過
程をそれぞれ別々に解析し，運動過程におけるすべての t にたいし，(P)の解が (2)の解
に C0(Ω) の意味で収束することを示す．また収束のオーダーも詳しく調べる．

4 界面の形成過程
まず (P)における解の挙動について形式的に考える. ε は非常に小さい正のパラメータ
であるので初期段階において (P)は以下の方程式で近似される．





˙̃u = − b

ε3
ũṽ, ũ(0) = ξ > 0,

˙̃v = − c

ε3
ũṽ, ṽ(0) = η > 0.

(5)

2つの関数 (φ, ψ) = (φ(τ ; ξ, η), ψ(τ ; ξ, η)) を次の常微分方程式系：




φ̇ = −bφψ, φ(0) = ξ > 0,

ψ̇ = −cφψ, ψ(0) = η > 0.
(ODEs.)

の解とすると，

ũ(x, t) = φ
(

t

ε3
; u0(x), v0(x)

)
, ṽ(x, t) = ψ

(
t

ε3
; u0(x), v0(x)

)

ここで (ODEs.)は保存量として

A(φ, ψ) := cφ− bψ (= A(ξ, η))

を持つことに注意したい. これより φは次の 2-parameter ξ, ηに関する常微分方程式

φ̇ = (A(ξ, η)− cφ)φ, φ(0) = ξ, (6)

4
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を満たすため求積可能となり次で与えられる:

φ(τ ; ξ, η) =





ξA(ξ, η)

cξ − bηe−Aτ
(A 6= 0)

ξ

1 + cξτ
(A = 0)

(7)

同様にして ψも求積可能である. したがって次が成立する．

lim
τ→+∞φ(τ ; ξ, η) = max

{
A(ξ, η)

c
, 0

}
,

lim
τ→+∞ψ(τ ; ξ, η) = max

{
0,−A(ξ, η)

b

}

これにより近似解 (ũ, ṽ) は次をみたす．

lim
ε→0

ũ(x,
t

ε3
) = max

{
A(u0(x), v0(x))

c
, 0

}
,

lim
ε→0

ṽ(x,
t

ε3
) = max

{
0,−A(u0(x), v0(x))

b

}

以上の議論は形式的なものであるが，次の定理により正当化される．証明は以下６章に
示す．

Theorem 2 Ci > 0 (i = 1, · · · , 4)が存在して十分小さい ε に対して次が成立する:

|uε(x, t)− φ
(

t

ε3
; u0(x), v0(x)

)
| < C1ε, in Ω× (0, ε2),

|vε(x, t)− ψ
(

t

ε3
; u0(x), v0(x)

)
| < C1ε, in Ω× (0, ε2),

|uε(x, ε2)−max
{

A(u0(x), v0(x))

c
, 0

}
| < C3ε, in Ω,

|vε(x, ε2)−max
{
0,−A(u0(x), v0(x))

b

}
| < C4ε. in Ω,

ただし (uε(x, t), vε(x, t)) は (P) の非負解.

5 界面の運動過程
前章において解は時間 ε2 以内に界面を形成することを形式的な議論により示した (こ
れは６章で正当化される)．形成された界面付近で解は corner layer (角に近い形状をした
部分) をもつと考えられる．界面付近で解の特異性を調べるため，界面 ∂Dε(t) の近傍付
近で局所直交座標系 (ξ, σ) を導入し，corner layer の動きを解析することを試みる．ここ
で σ = (σ1, . . . , σN−1) は ∂Dε(t) に沿った座標，ξ = ξ(x, ∂Dε(t)) は x から ∂Dε(t) への

5
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符号付距離関数，ξ は Γε の近くで定義され，Dε(t) において ξ > 0であるとする．さて
corner layer の近傍で解を stretch して, すなわち動座標系 (t, ρ, σ), ρ = ξ/ε を用いて解の
挙動を調べる. まず (u, v) は漸近的に

(u, v) =





(u∗, v∗) + O(ε) 界面から離れた部分において (外部展開),

ε(U1, V1) + ε2(U2, V2) + O(ε3) 界面の近傍において (内部展開),

とかくことができると仮定する.ここで (u∗, v∗)は固定座標 (t, x)の有界連続関数，(U1, V1)

と (U2, V2) は動座標 (t, ρ, σ) の関数で有界な微係数を持ち，これらの関数はすべて ε によ
らない. 接合漸近展開の方法により，(u∗, v∗) は (2) をみたし，(U1, V1) は以下をみたし，





U1ρρ = bU1V1, −∞ < ρ < +∞,

DV1ρρ = cU1V1, −∞ < ρ < +∞,

(U1(t, ρ, σ), V1(t, ρ, σ)) =

(
0, −ρ

∂v∗

∂νo
(t, y)

)
as ρ → −∞,

(U1(t, ρ, σ), V1(t, ρ, σ)) =

(
ρ
∂u∗

∂νi
(t, y), 0

)
as ρ → +∞,

(8)

(U2, V2) は７章の (15) をみたすことがえられる．さらに Dε(t) は ε → +0 とすると D(t)

に収束することがいえ，解の動きを本質的に支配するのは自由境界問題 (2)であることが
わかる．

6 Theorem 2の証明
本章では４章で構成した近似解を用いて (P)の形成過程における比較関数を構成する.

ここでは
(
φ

(
t

ε3
; u0(x), v0(x)

)
, ψ

(
t

ε3
; u0(x), v0(x)

))
を (u, v)の第 1近似解とし, この第 1

近似解にさらに摂動を加えた次の形の関数




Φ(x, t) := φ
(

t

ε3
; u0(x) + s1(t, ε), v0(x)− s2(t, ε)

)
,

Ψ(x, t) := ψ
(

t

ε3
; u0(x) + s1(t, ε), v0(x)− s2(t, ε)

) (9)

に対し適当な s1(t, ε)及び s2(t, ε)をみつけることで (P)の比較関数を構成した.

Proposition 6.1 s1(t, ε) := Cε exp
t

ε2
, s2(t, ε) = 0とおくとき (C > 0), (3)は t ∈ (0, ε2)

において (P)の優解となる. s1(t, ε) := 0, s2(t, ε) = Cε exp
t

ε2
とおくとき (3)は t ∈ (0, ε2)

において (P)の劣解となる.

6
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Proposition 6.1 を証明するために次の 2つの Lemmaを証明する.

Lemma 6.1 τ > 0, ξ > 0, η > 0に対して次が成立する:

0 < φξ(τ ; ξ, η) < 1, − b

c
< φη(τ ; ξ, η) < 0,

−c

b
< ψξ(τ ; ξ, η) < 0, 0 < ψη(τ ; ξ, η) < 1.

Proof. 方程式 (6)より φξは次の方程式を満たす:

φ̇ξ = (A− 2cφ)φξ + cφ, φξ(0; ξ, η) = 1.

適当な τ > 0に対して φξ(τ) = 1となるとすると上の方程式から

φ̇ξ(τ) =A(ξ, η)− cφ(τ)

=A(ξ, η)− (A(φ(τ), ψ(τ)) + bψ(τ))

=− bψ(τ) < 0

となるため矛盾が生じる. 従って φξ(τ) < 1である. 同様にして φξ(τ) > 0も言える. 残り
の不等式に関しても同様に常微分方程式の簡単な議論によって示すことができる.

Lemma 6.2 i, j, kにはξ, ηのいずれかが入るものとし, φk, φijはφのξ, ηに関する1階微
分,及び2階微分のいずれかを表し, ψに関しても同様とする. このときτ > 0, ξ > 0, η > 0

に対して
∣∣∣∣
φ

φk

∣∣∣∣ < Mk
i (1 + τ),

∣∣∣∣
φij

φk

∣∣∣∣ < Mk
ij(1 + τ),

∣∣∣∣
ψ

ψk

∣∣∣∣ < Lk
i (1 + τ),

∣∣∣∣
ψij

ψk

∣∣∣∣ < Lk
ij(1 + τ)

となるMk
i , Mk

ij = M(ξ) > 0, Lk
i , Lk

ij = L(η) > 0 が存在する.

Proof.
φ

φξ

及び
φξξ

φξ

の評価のみについて証明の概略を述べる. ここでは便宜上 φを変数 ξ

及び変数Aに関する関数として表すことにする. まず (7)より

φ(τ ; ξ, η) =
ξA

cξ − bηe−Aτ
=

ξAeAτ

A + cξ(eAτ − 1)

となるため直接計算により次を得る.

φξ =
A2(1 + cξτ) + c2ξ2(eAτ − 1− Aτ)

(A + cξ(eAτ − 1))2
(10)

7
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φ

φξ

=
ξA(A + cξ(eAτ − 1))

A2(1 + cξτ) + c2ξ2(eAτ − 1− Aτ)
(11)

ここで不等式 eAτ − 1−Aτ > 0 (A ∈ R, τ > 0)が成立するので (11)より次の評価が従う:

0 <
φ

φξ

≤ ξ + max
{

A(ξ, η)

c
, 0

}
+ cξ2τ

次に 2階微分について (10)を直接計算 (対数微分)することで次を得る.

φξξ

φξ

=
cK1(ξ, A) + cK2(ξ, A) + cK3(ξ, A)

[A + cξ(eAτ − 1)] · [A2(1 + cξτ) + c2ξ2(eAτ − 1− Aτ)
] (12)

ただし, K1, K2, K3は

K1(ξ, A) = 2cξ
(
eAτ − 1− Aτ − 1

2
A2τ 2

)
· [A + cξ(eAτ − 1)]

(= o(A3))

K2(ξ, A) = 2τA
[
A2(1 + cξτ) + c2ξ2

(
eAτ − 1− Aτ

)]

(
= (2τ + 2cξτ 2 + c2ξ2τ 3)A3 + o(A3)

)

K3(ξ, A) =− 2A2(eAτ − 1) + 2cξA
[
(eAτ − 1− Aτ)− Aτ(eAτ − 1)

]

− c2ξ2
[
2eAτ

(
eAτ − 1− Aτ − 1

2
A2τ 2

)
− 2Aτ(eAτ − 1− Aτ) + A2τ 2(eAτ − 1)

]

− c3ξ3τ
[
2
(
eAτ − 1− Aτ − 1

2
A2τ 2

)
− Aτ(eAτ − 1− Aτ)

]

(
=

(
1

6
c3ξ3τ 4 − 1

3
c2ξ2τ 3 − cξτ 2 − 2τ

)
A3 + o(A3)

)

により与えられる. これを評価する際には項の形状によりいくつか評価の仕方が異なるが,

K3における eAτ − 1−Aτ − 1

2
A2τ 2を持つ項を除く項に関しては符号を考慮して指数関数

の部分がキャンセルするように変形を行えばよく, eAτ − 1−Aτ − 1

2
A2τ 2を含むものにつ

いては関数
es − 1− s− 1

2
s2

s(es − 1− s)
がR上有界となることを用いればよい. 以上の議論により

∣∣∣∣
φξξ

φξ

∣∣∣∣ < M ξ
ξξ(1 + τ)

8
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となることがわかる (M ξ
ξξ等は ξ, ξ−1に高々多項式のオーダーで依存することに注意).

Proposition 6.1 の証明. 優解についてのみ証明する.

L1(u, v) := ut −∆u− u(a− u)− buv

ε3
,

L2(u, v) := vt −D∆v − v(d− v)− cuv

ε3

とおくとき




Φ(x, t) = φ
(

t

ε3
; u0(x) + s1(t, ε), v0(x)

)
,

Ψ(x, t) = ψ
(

t

ε3
; u0(x) + s1(t, ε), v0(x)

) (13)

に対して

L1(Φ, Ψ) = φξ

(
ṡ1(t, ε)− φ

φξ

(a− φ)− φξξ

φξ

|∇u0|2 − 2
φξη

φξ

∇u0∇v0 − φηη

φξ

|∇v0|2
)
,

L2(Φ, Ψ) = ψξ

(
ṡ1(t, ε)− ψ

ψξ

(d− φ)−D
ψξξ

ψξ

|∇u0|2 − 2D
ψξη

ψξ

∇u0∇v0 −D
ψηη

ψξ

|∇v0|2
)

となる. Lemma 6.1-6.2 により s1として

ṡ1(t, ε) ≥ M(ξ + s1(t, ε)) ·
(
1 +

t

ε3

)

を満たすものが取れればよい (M(ξ)は ξ, ξ−1に高々多項式のオーダーで依存する正の定

数). ここで s1(t, ε) = Cε exp
t

ε2
ととれば t ∈ (0, ε)で上の条件を満たす. 従ってL1(Φ, Ψ) ≥

0, L2(Φ, Ψ) ≤ 0を得る.

Propotition 6.1 の成立からTheorem 2 を証明するには優解と第 1近似解との差のオー
ダー及び t = ε2における第 1近似解の極限への収束のオーダーを調べればよい. 後者につ
いては (6)より容易に従い, また前者については Lemma 6.1 による φξ等の有界性から例
えば

∣∣∣∣Φ(x, t)− φ
(

t

ε3
; u0, v0

)∣∣∣∣ ≤ s1(t, ε) ·
∫ 1

0
|φξ(s(u0 + s1) + (1− s)u0)|ds

≤ s1(t, ε) (C > 0)

が従う. 以上の議論によりTheorem 2の証明が完成する.

7 Theorem 3の証明
本章では５章で形式的に論じた界面の形成を正当化する．５章では接合漸近展開の方法
を用いて，界面の近傍と界面から離れた場所において別々の近似解を構成した (内部展開

9

40



と外部展開)．本章ではこれらの近似解に修正をほどこし数学的に厳密な優解と劣解を構
成する．
界面近傍における優劣解

d∗ > 0を十分小さくとり，符号付距離関数 dist(x, Γ(t)) が {x ∈ Ω | dist(x, Γ(t)) ≤ 3d∗ }
の上でなめらかになるようにする．次のような dist(x, Γ(t)) を Ω 上に拡張した関数 d̃ を
考える．d̃ は d̃ d ≥ 0 と

d̃(x, t) =





dist(x, Γ(t)) if |dist(x, Γ(t))| ≤ d∗,

d∗ ≤ |dist(x, Γ(t))| ≤ 2d∗ if d∗ ≤ |dist(x, Γ(t))| ≤ 2d∗,

|dist(x, Γ(t))| = 2d∗ for Ω \{x ∈ Ω | dist(x, Γ(t)) ≤ 2d∗ }
(14)

をみたす．界面近傍での優劣解を次のように定義する：

U+
in(x, t) = εU1

(
d̃(x, t)

ε
− η(t), σ

)
+ ε2U2

(
d̃(x, t)

ε
− η(t), σ, t

)
+ ε3q(t),

V +
in (x, t) = εV1

(
d̃(x, t)

ε
− η(t), σ

)
+ ε2V2

(
d̃(x, t)

ε
− η(t), σ, t

)
− ε3q̂(t),

U−
in(x, t) = εU1

(
d̃(x, t)

ε
+ η(t), σ

)
+ ε2U2

(
d̃(x, t)

ε
+ η(t), σ, t

)
− ε3q(t),

V −
in (x, t) = εV1

(
d̃(x, t)

ε
+ η(t), σ

)
+ ε2V2

(
d̃(x, t)

ε
+ η(t), σ, t

)
+ ε3q̂(t).

ここで
η(t) = γ exp(Mt)

q(t) = σ exp(Mt), q̂(t) = σ̂ exp(Mt),

γ, σ, σ̂, M は適当な正の定数．(U1, V1) は (8) をみたし，(U2, V2) は




−U2ξξ + b(U1V2 + U2V1) = −U1ξ(dt −∆d) −∞ < ρ < +∞,

−DV2ξξ + c(U1V2 + U2V1) = −V1ξ(dt − d∆d) −∞ < ρ < +∞,

(U2(t, ρ, σ), V2(t, ρ, σ)) = (0, 0) as ρ → −∞,

(U2(t, ρ, σ), V2(t, ρ, σ)) = (0, 0) as ρ → +∞.

(15)

は (15) をみたす．(8) と (15) は接合漸近展開からえられるものだが，これらの解の存在
は証明することができ，また形状についての結果もえられている．

10
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界面からはなれた場所での優劣解
g を以下をみたすなめらかな関数とし

g(s) = 0 if s < 0, g(s) = 1 if s > 1

g′(0) = g′(1) = 0, g′(s) ≥ 0 for 0 ≤ s ≤ 1

λ1, λ2 を次のように定義する．

λ1(s) = g(
s

ε
+ R̃| log ε|), λ2(s) = g(−s

ε
− R̃| log ε|).

さらに δ を 0 < δ ¿ d∗ となるようにとり，θ を次のように定義する．

θ(s) =





−βε| log ε|(s + δ)2 + βδR̃ε2| log ε|2 +
βδ2

R̃
ε| log ε|,

−δ − R̃ε| log ε| ≤ s ≤ −R̃ε| log ε|,

βδR̃ε2| log ε|2 +
βδ2

R̃
ε| log ε|, s ≤ −δ − R̃ε| log ε|.

界面から離れた場所での優劣解を次のように定める．

U+
out(x, t) =





u∗(x, t) + ε| log ε|α exp(Lt)− θ(d̃(x, t)), d(x, t) ≤ −R̃ε| log ε|

(1− λ1(d̃(x, t)))U+
ε + λ1(d̃(x, t))ε4, d(x, t) > R̃ε| log ε|

V +
out(x, t) =





0, d(x, t) ≤ −R̃ε| log ε|,

v∗(x, t)− ε| log ε|α exp(Lt) + θ(−d̃(x, t)), d(x, t) > R̃ε| log ε|

U−
out(x, t) =





u∗(x, t)− ε| log ε|α exp(Lt) + θ(d̃(x, t)), d(x, t) ≤ −R̃ε| log ε|

0, d(x, t) > R̃ε| log ε|

V −
out(x, t) =





(1− λ2(d̃(x, t)))W−
ε + λ2(d̃(x, t))ε4, d(x, t) ≤ −R̃ε| log ε|

v∗(x, t) + ε| log ε|α exp(Lt)− θ(−d̃(x, t)), d(x, t) > R̃ε| log ε|.
ここで α, β, R̃ は適当な正の定数．
Ω 全域での優劣解

優劣解を次のように定義する．

(u±, v±) =





(U±
in, V

±
in ) |d(x, t)| ≤ R̃ε| log ε|,

(U±
out, V

±
out) |d(x, t)| > R̃ε| log ε|.

(16)

11
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全域での優劣解 (u±, v±) は接続点 |d(x, t)| = R̃ε| log ε| において一般になめらかにならな
い．(U±

in, V
±
in ) と (U±

out, V
±
out) の 接続点 |d(x, t)| = R̃ε| log ε| における傾きを詳しく調べて，

これらが優劣解になるように σ, σ̂,M, γ, β, δ, LR̃ などの係数を選ぶ必要がある．
(u∗m.v∗m, Dm)を任意の初期値 (u∗m(x, 0).v∗m(x, 0))にたいする自由境界問題 (2)の解とする．

仮定 5 仮定 2 と仮定 3 が，(u∗, v∗, D) を (u∗m, v∗m, Dm) にかえても成立する.

Γm = ∂Dm, d̃m は (14) において Γ を Γm におきかえて定義される．

Theorem 3 (Iida-Karali-Mimura-Nakashima-Yanagida [5] ) 十分大きな γ > 0 と十分
小さな σ > 0 にたいし, C5, C6, C7 > 0 が存在して，十分小さい ε > 0 と以下

|uε(x, 0)− u∗m(x, 0)| < C5ε, |vε(x, 0)− v∗m(x, 0)| < C5ε x ∈ Ω. (17)

|uε(x, 0)| < C5 exp(−σ|d̃m(x, 0)|
ε

), for {x ∈ Ω\Dm(0) ; |d̃m(x, 0)| > γε},

|vε(x, 0)| < C5 exp(−σ|d̃m(x, 0)|
ε

), for {x ∈ Dm(0) ; |d̃m(x, 0)| > γε}, (18)

をみたす初期値にたいし次が成立する．

|uε(x, t)− u∗m(x, t)| < C6ε, |vε(x, t)− v∗m(x, t)| < C6ε, x ∈ Ω× [0, T ].

|uε(x, t)| < C6 exp(−σ|d̃m(x, t)|
ε

), for {x ∈ Ω\Dm(t) ; |d̃m(x, t)| > C7ε},

|vε(x, t)| < C6 exp(−σ|d̃m(x, t)|
ε

), for {x ∈ Ωm(t) ; |d̃m(x, t)| > C7ε},
ただし (uε(x, t), vε(x, t)) は (P) の非負解.

8 Theorem 1 の証明
Theorem 2, Theorem 3 より次が成立する．

u−(x, ε2) ≤ U−(x, ε2) ≤ U+(x, ε2) ≤ u+(x, ε2),

v−(x, ε2) ≥ V −(x, ε2) ≥ V +(x, ε2) ≥ v+(x, ε2).

したがって仮定１をみたす初期値にたいし, 解は時間 t ∈ (0, ε2] にたいして (U−, V −) と
(U+, V +) の間にあり，時間 t ∈ [ε2, T ] にたいしては (u−, v−) と (u+, v+) の間にあること
がわかる．Theorem 1 の証明がえられた．
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2次元円盤領域上の活性・抑制系の定常解が
不安定になるための一般的な判定法について

宮本 安人†

北海道大学大学院工学研究科知識メディアラボラトリー
中核的研究機関研究員

1 序論
非線形解析において，安定定常解，すなわち物理的に実現可能である安定なパ

ターンを探すことは，多くの研究者の興味を引き付けてきた．数学的な視点から
は，1.定常解の形状，2.その定常解の安定性，3.領域の形状，の三つの関係が主な
興味の対象であった．以下，自然現象や社会現象のモデル方程式（未知関数が複数
の場合はモデル方程式系）に多く現れるNeumann境界条件下における反応拡散方
程式（系）の定常解の安定性について考える．

Casten-Holland[CH78]は 1978年に，俣野 [M79]は 1979年に，独立に一般次元の
有界凸領域上の単独反応拡散方程式の非定数定常解は不安定となることを示した．
これによって，単独反応拡散方程式で記述されるモデル方程式は，有界凸領域上で
は安定な非自明なパターンを持たないことが明らかになった．一方，領域が凸では
ない場合は，安定な非定数定常解を持つ単独反応拡散方程式の例が知られている
[M79]．
次の結果を紹介する前に，shadow systemについて説明する（詳しくは [N82]を

参照せよ）．二つの未知関数 u(x, t), v(x, t)からなる次の反応拡散系を考える．

ut = Du∆u + f(u, v) in Ω, τvt = Dv∆v + g(u, v) in Ω, (FS)

∂νu = 0 on ∂Ω, ∂νv = 0 on ∂Ω.

第 2式の拡散係数を無限大，すなわちDv → +∞とすると，v(x, t)は空間的に一
様になると予想される．つまり，空間変数に依存せずに時間変数にのみ依存する関
数 ξ(t)を用いると，v(x, t) → ξ(t) (Dv → +∞)．そこで，形式的に v(x, t) = ξ(t)

とし，第 2式と定数関数 1とのL2内積をとることによって，すなわちNeumann境
界条件の下で両辺を積分することによって，(SS)を得る．この操作は，定数関数 1

†〒 060-0812北海道札幌市北区北 12条西 6丁目北海道大学電子科学研究所，情報数理分野（西
浦教授室）

e-mail: miyamoto@nsc.es.hokudai.ac.jp
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単独方程式 連立方程式

空間 1次元 定数解のみ 定数解と単調関数のみ
空間N 次元 (N ≥ 2) 定数解のみ ？

表 1: 有界凸領域上，定常解が安定となるための定常解の形状に関する条件

と直交する方向，すなわち 2番目以降の高いモードの成分を全て消去することに対
応する．

ut = Du∆u + f(u, ξ) in Ω, τξt =
1

|Ω|

∫
Ω

g(u, ξ)dx, (SS)

∂νu = 0 on ∂Ω.

(SS)は shadow systemと呼ばれる．(FS)の数学的な解析は一般的に非常に困難であ
るが，この shadow systemは，元の連立方程式 (FS)の性質を受け継ぎつつも v(x, t)

が空間的に一様な関数 ξ(t)に置き換えられているので，数学的な解析が比較的容
易となる．(FS)と (SS)はダイナミクスについても密接な関係がある [M05b]．
本題に戻り，定常解の形状と安定性に関する次の結果を紹介する．西浦 [N94]

は 1994年に，１次元有界区間上の活性因子・抑制因子系と呼ばれる反応拡散系の
shadow systemにおいて，(SS)における uが定数関数と単調関数以外ならば，その
定常解は不安定であることを示した．この結果は，後に Ni-Poláčik-柳田 [NPY01]

によって，より広いクラスの反応拡散系の shadow systemに対して成立することが
示された．表 1は，これらの結果をまとめたものである．
表 1の右下の場合，すなわち多次元領域上の（単独ではない）反応拡散系におけ

る定常解の形状と安定性の関係が興味の対象となる．まず，この問題に関連する結
果を紹介する．広いクラスではないが，よく知られているいくつかの具体的な反応
拡散系については，球などの有界凸領域の場合においても，安定な非定数定常解の
存在が知られている．例えばヒドラと呼ばれる体長 5mmほどの小さな生物の「頭」
の形成に関するモデル方程式系である Gierer-Meinhardt系の shadow system（例
2.1内の (GM)）は，2次元円盤領域では（中立）安定な境界スパイク解と呼ばれる
非定数定常解を持つことが知られている [NTY01]．この境界スパイク解とは，境
界上（または境界の近傍上）のある１点で最大値をとり，その点以外では，ε → 0

とすると 0に収束するようなスパイクの形状をした定常解のことである．2次元円
盤領域以外の領域においても境界スパイク解の存在は 90年代から知られていたが，
その安定性は知られていなかった．しかし，最近，スパイクの位置する領域の境界
に関する適当な条件の下で境界スパイク解の安定性が示された [M05a]．
一方，反応拡散系が勾配系 [JM94]や歪勾配系 [Y02]などの特殊な構造を持つ場

合は，空間多次元においても領域が凸ならば，「抑制方程式の時定数と呼ばれる変
数（(SS)や (FS)における τ に相当）がある程度大きい」といった条件の下で，全
ての非定数定常解が，不安定となることが知られている．特にGierer-Meinhardt系
は指数 (p, q, r, s)に関する適当な条件を満たすときに歪勾配系となり，上記の結果
は，安定な境界スパイク解の存在に一見すると矛盾した結果に思われる．しかし，
上記の条件は，時定数 τ が小さい場合を含まず，その場合において，安定な非定数
定常解が存在することが予想される．また，このことは，非定数定常解が不安定で
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あっても，時定数 τ を小さくすることによって，安定化する可能性があることを示
唆している．時定数 τ により定常解の安定性が変化するこのような現象は，単独方
程式では現れず，連立方程式特有の現象である．時定数 τ を変化させることによっ
て安定定常解が不安定化する場合は，通常はHopf分岐を起こして不安定化するの
で，時間周期的な解が現れることが予想される．そのような視点からの研究は比較
的多くなされているが，定常解が不安定となるための十分条件を求める（対偶をと
ると，定常解が安定になるための必要条件を求める）といった視点からは，このこ
とは今まであまり明確に意識されていなかったように思われる．反応拡散系の定常
解の安定性を考える場合は，時定数 τ が小さな範囲を含むかどうかを常に注意する
必要があると思われる．よって，（単独ではない）反応拡散系においては非定数定常
解が安定になりやすいと思われる時定数 τ が小さな場合を含む結果が重要となる．
なぜなら，τ が小さくないときには定数定常解しか安定にならないと思われるから
である．時定数 τ が小さいときに安定になりやすいことの直感的な説明は 2.3節で
行う．
そこで，1.時定数 τ が小さい場合を含み，2.多次元領域上の，3.特定の系ではな

く広いクラスの（単独ではない）反応拡散系に対し，「安定ならば，どのような形
か？」，すなわち定常解の形状とその安定性の関係が問題となる．しかし，この問
題に関する結果は，これまで知られていないように思われる．それは，「多次元領
域上で定義された関数の形状を，どのように数学的に表現するか？」といった問題
が潜在的であり，あまり意識されないことが，証明における技術的困難さと共に原
因であるように思われる．

2 主結果

2.1 活性因子・抑制因子系

主結果を述べる前に，活性因子・抑制因子系について説明する．活性因子・抑
制因子系（Activator-Inhibitor system）とは，活性因子（Activator）と抑制因子
（Inhibitor）と呼ばれる 2種の生化学物質が相互作用する現象のモデル方程式系で
ある．(SS)に対しては，空間座標 x時刻 tにおける活性因子の濃度を u(x, t)とし抑
制因子の濃度を ξ(t)とする（(FS)に対しては，抑制因子を v(x, t)とする）．活性
因子は抑制因子を活性化させ，抑制因子は活性因子を抑制する．さらに抑制因子は
自然に減衰するといった性質を持つ．これを数学的に表現すると，次の条件 (N2)

となる．
fξ < 0, gu > 0, gξ < 0. (N2)

また，(SS)は抑制因子の拡散の強さが無限大であり，抑制因子が常に空間的に一様
となる状況に相当する．
以下，下記の例で述べるGierer-Meinhardt系やFitzHugh-Nagumo系と呼ばれる

代表的な反応拡散系を含む，2次元円盤領域 BR(O)上の活性因子・抑制因子系の
shadow system (SS) （f, gはC2級で，非線形項は (N1)か (N2)のどちらかを満た
すとする）を考える．ここで，条件 (N1)は次である．

fξ < 0, gξ < 0, 関数 k(ξ) が存在し，gu(u, ξ) = k(ξ)fξ(u, ξ)を満たす. (N1)
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条件 (N2)は，上記の活性因子・抑制因子系の説明から自然な条件と思われるが，(N1)

は，少々技術的に見える．しかし，下記のとおりGierer-Meinhardt系やFitzHugh-

Nagumo系を含む．

例 2.1 Gierer-Meinhardt系の shadow system

ut = ε2∆u − u +
up

ξq
in Ω, τξt = −ξ +

1

|Ω|ξs

∫
Ω

urdx, (GM)

∂νu = 0 on ∂Ω,

p > 1, q > 0, r > 0, s ≥ 0, 0 <
p − 1

q
<

r

s + 1
, p <

∞ if N = 1, 2;
N + 2

N − 2
if N ≥ 3,

は，常に (N2)を満たす．また，p = r − 1ならば，(N1)を満たす．

例 2.2 FitzHugh-Nagumo系の shadow system

ut = Du∆u + u(u − a)(1 − u) − γξ in Ω, τξt =
1

|Ω|

∫
Ω

udx − κξ,

∂νu = 0 on ∂Ω,

0 < a < 1, γ > 0, κ > 0,

は，常に (N1)と (N2)を満たす．

2.2 主結果

(u(x, y), ξ) ∈ (C2(BR(O)) ∩ C0(BR(O))) × R を (SS)の定常解とする．ここで，
主定理の仮定，すなわちこの定常解が不安定となるための次の十分条件 (A)を提示
する．

Z [Uθ( · )] ≥ 3, かつ uは（円盤領域BR(O)上で）定数定常解ではない． (A)

ここで，U(θ) := u(R cos θ,R sin θ)，Z [ · ]は，次で定義する任意の 2π周期連続関
数の零等高面の濃度とする．すなわち任意のw(θ) ∈ C0(R/2πZ)に対して，

Z [w( · )] := ]{θ ∈ R/2πZ; w(θ) = 0}.
条件 (A)において，２次元円盤領域上定義された関数の形状が，領域の境界に制
限した関数 U(θ)の臨界点の数Z [Uθ( · )]を用いて表現されていることに注意せよ．
ところで，条件 (A)において，（円盤領域上で）定数定常解ではないという条件も，
境界における定常解 uの形状と ξの値を用いて，特徴づけることができるが，割愛
する．
下記の定理Ａと系Ｂが主結果である．

定理Ａ¶ ³
(u(x, y), ξ)は (SS)の定常解とする．
( i ) (u(x, y), ξ)は (A)を満たすとする．非線形項が (N1)を満たすとき，任意
の τ > 0について，(u, ξ)は不安定．
( ii ) (u(x, y), ξ)は非定数定常解とする．非線形項が (N2)を満たすとき，ある
τ0 > 0が存在し，τ > τ0ならば，(u, ξ)は不安定．µ ´
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条件 (A)の否定命題は，必ずしも自明ではないが，上記の定理Ａ ( i )の対偶命題
が下記の系Ｂである．

系Ｂ¶ ³
(u, ξ)を (SS)の定常解とする．非線形項が (N1)を満たすとき，ある τ > 0につ
いて (u, ξ)が安定ならば，Z [Uθ( · )] = 2または，uは（円盤領域BR(O)上の）
定数定常解．µ ´

2.3 主結果の直感的解釈

主結果のうち，特に定理Ａ ( i )と系Ｂは，時定数 τ が小さい場合も含み，この場
合が重要である．
時定数 τ の役割について直感的に説明する．τ は活性因子と抑制因子の反応速度

の比を表し，τが小さいことは抑制因子の反応速度が速いことを意味する．従って，
τ が小さいときは，系全体を安定化させる作用があり，非定数定常状態でも安定に
なりやすいと解釈できる．定理Ａ (ii)は，抑制因子の反応速度が遅い場合，定数定
常解以外の定常解は安定化することができないことを意味し，定理Ａ ( i )は，抑制
因子の反応速度にかかわらず不安定であるので，条件 (A)は安定化できないほど定
常解の形状が複雑であることを意味する，と解釈できる．さらに系Ｂは，適当な τ

で定常解が安定化できるためには，定常解の形状があまり複雑ではない，すなわち
Z [Uθ( · )] = 2または定数定常解であることを意味すると解釈できる．

3 証明の概略
この節では，証明の概略を述べる．
(SS)の定常解 (u, ξ)における下記の (SS)の線形化固有値問題を考える．

Lv + fξ(u, ξ)η = λv in Ω, 〈v, gu(u, ξ)〉 + 〈1, gξ(u, ξ)〉 η = λτη, (EP)

∂νv = 0 on ∂Ω.

ここで，L := Du∆ + fu(u, ξ), 〈 · , · 〉はL2(Ω)内積，この節では vは (FS)中の vと
は異なる未知関数とする．第 2式を ηについて解き，第 1式に代入し次の固有値問
題を得る．

(L + Aλ,τ )v = λv. (EP1)

ここで，Aλ,τ はランク１の次の作用素とする．

Aλ,τv :=
〈v, gu(u, ξ)〉

λτ − 〈1, gξ(u, ξ)〉
fξ(u, ξ).

固有値問題 (EP1)は，Aλ,τ 内に λがあるので通常の固有値問題とは異なることに
注意せよ．(EP1)の固有値は Sherman-Morrisonの公式と呼ばれる下記の式を使っ
てある程度詳しく解析することができる．
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(L + Aλ,τ − λ)−1 =

(
1 − (L − λ)−1Aλ,τ

h(λ)

)
(L − λ)−1.

ここで

h(λ) := 1 +
〈(L − λ)−1[fξ(u, ξ)], gu(u, ξ)〉

λτ − 〈1, gξ(u, ξ)〉
.

結論だけ述べると，λ 6∈ Spec(L)の条件の下，(L + Aλ,τ − λ)が可逆であることと，
h(λ) = 0であることは同値となる．また，h(λ) = 0は下記と同値である．

λτ − 〈1, gξ(u, ξ)〉 = h0(λ), (1)

h0(λ) =
∑
n≥1

an

λ − µn

, an = 〈fξ(u, ξ), φn〉 〈φn, gu(u, ξ)〉 .

ここで，{µn}n≥1と {φn}n≥1はNeumann境界条件下における作用素Lのそれぞれ
固有値と固有関数である．(N1)と (N2)の条件を考慮し，(1)の両辺の λに関する
グラフを考える．ここで少々天下り的ではあるが µ2 > 0を仮定する．すると定理
Ａ (i)(ii)のそれぞれの仮定の下で，両グラフの交点がλ > 0の領域で存在するので，
定理Ａが示される（その交点は (EP)の固有値である）．従って，条件 (A)ならば
µ2 > 0，すなわちNeumann境界条件下における作用素Lの第 2固有値が正となる
ことを示せばよい．
Z [Uθ( · )] ∈ NかつZ [Uθ( · )] ≥ 3ならば，定常解uの回転方向微分uθ(:= −yux +

xuy)は，領域の境界に3つ以上の零点を持つ．（このことは必ずしも自明ではないが）
uθは 3つ以上の節領域（nodal domain），すなわち {(x, y) ∈ BR(O); uθ(x, y) 6= 0}
の連結成分を持つ．よってCourantの節定理から，µ2 > 0が結論される．
次に，Z [Uθ( · )] 6∈ Nならば，Z [Uθ( · )] = ℵ1でなければならない．ここで ℵ1は

連続濃度を表すとする．uθ は Luθ = 0を満たすので，∆ + V (x)といった形の作
用素の境界に関する一意接続性定理から，この場合は uθ = 0でなければならない．
従って，uは球対称となり，Lの第 1固有関数も球対称となる．第 2固有値の変分
的特徴づけから，

µ2 = sup
z∈(span〈φ1〉⊥∩H1)\{0}

H(z)

‖z‖L2

.

ここで，

H(ψ) :=

∫
BR(O)

(
− |∇ψ|2 + fu(u, ξ)ψ2

)
dx.

µ2の特徴づけの式において，zとして uxを考えることにより，右辺は 0以上とな
ることが分かる．一方 uxは uが定数定常解でなければ Neumann境界条件を満た
さないので，µ2 > 0が結論される．ゆえに定理Ａは証明された．

注意 3.1 上記の証明の中心部分は，∆u+f0(u) = 0の線形化固有値問題の第 2固有
値が正となることの証明である．この問題はモデル方程式とは少し離れ，以下のよ
うな数学的な興味に基づく新たな問題を提起している．[CH78, M79]から，有界凸
領域上の単独反応拡散方程式の非定数定常解は不安定であることがわかるが，非定
数定常解ならば第1固有値が正となる，と，この問題を捉えなおすことができる．こ
こでは定常解がどのような形状ならば，第 2固有値が正となるか？が問題となる．
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2次元円盤領域の場合は条件 (A)が一つの十分条件であるが，一般的な領域の場合
は，この問題の解答は知られていないと思われる．直感的に述べれば，2つ以上の
「山」を持つ形状ならば，第 2固有値が正となることが予想される．対偶をとれば，
「安定ならば定常解の形状は一つの「山」しか持たない」となる．山の裾野の高さ
を考えることによって，系Ｂと矛盾しないことが直感的に理解できる．

4 他の知られている事実との関連
最近，Lin-高木 [LT01]によって，序論で紹介した 2次元円盤領域上の Gierer-

Meinhardt系の shadow systemの（中立）安定な境界スパイク解は，Z [Uθ( · )] = 2

であることが示されており，この結果は系Ｂと符合する．また，系Ｂによって，2

次元円盤領域上の活性因子・抑制因子系の安定定常解は，Gierer-Meinhardt系にお
ける境界スパイク解に似た形状の定常解のみであることが示唆される．

5 まとめと今後の展開
本報告では，2次元円盤領域上の活性因子・抑制因子系の定常解が不安定となる

ための定常解の形状から判定できる条件 (A)を提示した．具体的には，円盤の境界
に制限した定常解の臨界点の数によって安定定常解の必要条件を求めた．
この定理の不満な点は，領域が円盤領域に限られる点であろう．2次元有界凸領

域への拡張を試みているが，技術的な問題からか，もしくは凸領域においても反例
がある可能性も排除できていないのでそれが原因からか，現在のところ成功には
至っていない．3次元以上への拡張を考える場合は，本稿と同じ戦略をとる場合は，
そもそも関数を領域の境界に制限したとき，その制限した関数をどのように数学的
に記述するか，といった根本的なところから問題となるように思われる．
次に不満な点は，この定理は安定定常解の境界の形状の情報しか得られないこと

である．当然のことながら，安定定常解の領域の内部における形状を得ることが目
標であるが，境界における定常解の形状の情報のみから，内部における定常解の形
状の情報が得られないか，検討している．
現在考えている詳しい数学的解析が行える可能性が高いと思われる設定は，(SS)

において，Duが小さい場合の定常解の形状と安定性の関係である．Du → 0とした
とき，定常解を x 7→

√
Duxによるスケーリングを行った関数を考えることによっ

て，局所的にはR2全領域における単独楕円型方程式の有界な解と考えることがで
き，さらに定常解の形状と線形化固有値問題の正の固有値の数（この数はMorse指
数と呼ばれる）の対応関係がある程度詳しく分かるからである．
一般的に，定理の仮定の範囲の広さとその定理から得られる情報量はトレードオ

フの関係にある．従って，反応拡散系の研究の方向性に関しては，広いクラスの非
線形項について成り立つ普遍的ではあるが情報量としては少ないと思われる一般論
的な方向と，ある程度非線形項のクラスを制限してもより深い情報を得ると思われ
る問題個別的な方向の 2つがあると思われる．本研究は，領域は円盤領域に限られ
るが，非線形項に関しては広いクラスと思われるので，主結果以上の情報を得るた
めには非線形項のクラスを制限する必要がある可能性がある．
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Navier-Stokes-Poisson 方程式の弱解について

佐賀大・理工　小林　孝行
Takayuki KOBAYASHI

Department of Mathematics
Faculty of Science and Engineering, Saga University

1 Introduction

本講演は，鈴木貴氏 (大阪大学基礎工学部）との共同研究の内容を中心
に報告する．
自己重力場における圧縮性粘性気体の運動を記述した Navier-Stokes-

Poisson 方程式:

(1)

ρt + ∇ · (ρu) = 0,

(ρu)t + ∇ · (ρu ⊗ u) + ρ∇Φ + a∇ργ = µ∆u + (λ + µ)∇(∇ · u),

∆Φ = 4πg

(
ρ − 1

|Ω|

∫
Ω

ρ dx

)
in Ω × (0, T ),

u = 0,
∂Φ

∂ν
= 0 on ∂Ω × (0, T ),

ρ|t=0 = ρ0, (ρu)|t=0 = q0 in Ω,

を考える．ここで，Ωは C2,θ の境界 ∂Ωをもつ R3 の有界領域，ν は単位
外法線ベクトル, ρ = ρ(x, t) は流体の密度, u = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t))

は流速, Φ = Φ(x, t) は Newtonian gravitational potential, γ > 1 は
adiabatic constant, µ > 0 と λ は λ + 2

3
µ ≥ 0 をみたす粘性係数, a = eS

はエントロピー S によって決まる定数，g > 0 は万有引力定数である．
気体星の方程式は，粘性を考慮せず，空間を Ω = R3 全体で考えた

Euler-Poisson 方程式

(2)

ρt + ∇ · (ρu) = 0,

(ρu)t + ∇ · (ρu ⊗ u) + ρ∇Φ + a∇ργ = 0,

∆Φ = 4πgρ in R3 × (0, T ),

として記述される．この Euler-Poisson 方程式では，解が滑らかのとき，
Euler 方程式より質量保存則

M =

∫
Ω

ρ dx
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が得られ，またエネルギー

(3)

E =

∫
Ω

(
ρ

2
|u|2 +

P

γ − 1

)
dx +

g

2

∫ ∫
Ω×Ω

G(x, y)ρ(x)ρ(y) dxdy

=
a

γ − 1
‖ρ‖γ

γ +
1

2
‖√ρu‖2

2 −
1

8πg
‖∇Φ‖2

2

は減衰することがわかる．ここで， P = aργ は圧力であり，G = G(x, y)

は Poisson 方程式
∆Φ = 4πgρ

の Green 関数，即ち

Φ(x) = g

∫
Ω

G(x, y)ρ(y) dy

である．Poisson 方程式において，ρ ∈ Lγ は，γ ≥ 6
5
のとき Φxi

∈ L2 で
あることがわかる．実際，楕円型評価と Sobolev の不等式により

‖∇φ‖2 ≤ gK‖ρ‖ 6
5

が成り立つからである．従って，このエネルギー E から，γ > 6
5
と γ = 6

5

は，それぞれ，平衡解の subcritical および critical 指数となる．実際，
Euler-Poisson 方程式 (2) の u = 0 の場合に得られる平衡解は, (2)3 と

Φ +
aγ

γ − 1
ργ−1 = const

によって決まり，その変分構造から γ > 6
5
のとき解が存在し，1 < γ < 6

5

のとき非存在であることが知られている．
Euler-Poisson 方程式 (2) では，T. Makino [4] は，初期密度 ρ0(x) が

コンパクト台をもち，非負，即ち真空を含むとき，初期値が適切な関数
空間に属せば，Euler-Poisson 方程式 (2) は時間局所的に古典解を持つこ
とを示した．T. Makino, S. Ukai, and S. Kawashima [5] は，この存在定
理は平衡解をとらえていないこと，さらにこの古典解の存在時間は有限
であることを示している．従って，平衡解を含む関数空間の中で存在定
理を確立することが大きな目標の一つである．この問題の難しさはEuler

方程式の解が真空と接するときの解の正則性にあり，不連続も許すため，
３次元 Euler 方程式の場合はその弱解の存在も知られていないのが現状
である．
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一方，粘性を考慮し，Poisson 項を落とした圧縮性 Navier-Stokes 方
程式

ρt + ∇ · (ρu) = 0,

(ρu)t + ∇ · (ρu ⊗ u) + a∇ργ = µ∆u + (λ + µ)∇(∇ · u),

では，P. L. Lions [9] が Cauchy 問題の場合， γ > 9
5
のときエネルギー

有限な弱解の存在を示している．また，E. Feireisl, A. Novotoný, and H.

Petzelotová [2] は有界領域の場合，気体が単一原子である γ = 5
3
を含む

γ > 3
2
の場合にエネルギー有限な弱解の存在を示している．

粘性を考慮した Navier-Stokes-Poisson 方程式では，M. Okada, and T.

Makino [8], S. Matsusu-Necasova, M. Okada, and T. Makino [6, 7]が，中
心に固体核を想定し，真空と接する球対称解の存在，一意性，漸近挙動の
研究を行っている，また，B. Ducomen, E. Feireisl, H. Petzeltová, and I.

Straskrabá [1]は，ゼロ拡張した密度に対してPoisson方程式を考え,一般
の有界領域の場合にエネルギー有限な弱解の存在を示している．本稿では，
球対称を仮定せず，一般の有界領域の場合に Navier-Stokes-Poisson 方程
式 (1)，特に，Neumann 境界条件下でPoisson方程式を考え，E. Feireisl,

A. Novotoný, and H. Petzelotová [2] の方法に従ってエネルギー有限な弱
解の存在定理が得られたことを報告する．

2 主結果
我々は次の結果を得た．

定理 1 T > 0 とし γ >
3

2
とする．初期値 (ρ0, q0) は ρ0 = ρ0(x) ≥ 0,

ρ0 ∈ Lγ(Ω), |qi
0|2/ρ0 ∈ L1(Ω), さらに，ρ0(x) = 0 のとき qi

0(x) = 0 を満
たすとする．このとき，次をみたすエネルギー有限な (1) の弱解 (ρ, u, Φ)

が存在する:

1. ρ = ρ(x, t) ≥ 0, ρ ∈ L∞(0, T ; Lγ(Ω)), ui ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)).

2. E を (3) のエネルギーとするとき，E = E(t) ∈ L1
loc(0, T ).

3.
d

dt
E(t) + µ‖∇u‖2

2 + (λ + µ)‖∇ · u‖2
2 ≤ 0 in D′(Ω × (0, T )).

4. 方程式 (1)1, (1)2 は D′(Ω × (0, T )) の意味で成り立つ．
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5. Φ(·, t) = g

∫
Ω

G(·, y)ρ(y, t) dy for a.e. t ∈ (0, T ).

6. ρ, u の Ω の外への零拡張は，方程式 (1)1 を D′(R3 × (0, T )) の意
味でみたす．

7. 方程式 (1)1 は renormalized solution の意味で成り立つ．すなわち

任意の b ∈ C1(R), b′(z) = 0 (|z| :十分大) に対して，D′(Ω×(0, T ))

の意味で

d

dt
b(ρ) + ∇ · (b(ρ)u) + (b′(ρ)ρ − b(ρ))∇ · u = 0

が成り立つ．

定理 1 と方程式 (1)1,2 により

ρ ∈ C([0, T ]; Lγ
weak(Ω)),

ρui ∈ C([0, T ]; L
2γ

γ+1

weak(Ω))

が得られ，従ってこの弱解において初期条件は意味を持つことがわかる．
証明は E. Feireisl, A. Novotoný, and H. Petzelotová [2] の方法，つま

り β を十分大に取り，方程式

(2)

ρt + ∇ · (ρu) = ε∆ρ,

(ρu)t + ∇ · (ρu ⊗ u) + ρ∇Φ + a∇ργ + δ∇ρβ + ε∇u · ∇ρ

= µ∆u + (λ + µ)∇(∇ · u),

∆Φ = 4πg

(
ρ − 1

|Ω|

∫
Ω

ρ dx

)
in Ω × (0, T ).

から Faedo-Galerkin法を用いて近似解 uδ,ε(x, t)を構成し，ε → 0の極限
操作のあと δ → 0 の極限操作を行い (1) の解を構成する．このとき，条
件 γ > 3

2
は Faedo-Galerkin 近似 における極限操作と，div-curl Lemma

を用いた解の構成において必要になる．
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Delayed Feedback 制御による周期解の
安定化問題に関する解析について

宮崎倫子 (静岡大学・工学部)

1 序文

次の n次元の微分方程式

(1.1)
dx

dt
= f(x)

を考える. ここで, Ωを n次元ユークリッド空間Rn内のある領域とし, f は領域 Ω

からRnへのC1級関数であると仮定する. また, (1.1)は周期が ω > 0の不安定な周
期解 x∗(t)を持つとする. この不安定な周期解 x∗(t)を安定化する方法のひとつとし
て, 1992年にPyragas [9] によって提案されたDelayed Feedback制御（以下, DF 制
御）というものがが知られている. それは, (1.1)に状態フィードバックを施した次
の時間遅れを持つ n次元の微分方程式

(1.2)

⎧⎪⎨⎪⎩
dx(t)

dt
= f(x(t)) + u(t)

u(t) = K(x(t − ω) − x(t))

で与えられる. ここで, Kはn×n定数行列でフィードバックゲインと呼ばれている.

制御入力 u(t)は, 時刻 tでの状態と, 安定化したい周期解の周期分だけさかのぼった
時刻 t − ωでの状態の差で与えられるというのがこの方法の特長である.

x∗(t)は (1.2)の周期解にもなっていることに注意しよう．そして，フィードバッ
クゲインKを適当に与えることにより，x∗(t)が (1.2)の解として漸近安定となると
きに (1.1)の不安定周期解 x∗(t)が安定化できた，すなわち，DF 制御が成功したと
解釈する．

Pyragas はこの方法をレスラー方程式に適用した数値シミュレーション結果を提
示することによって提案した. 我々は，Pyragas が用いたパラメータ値を用いて独
自に数値計算を行ってみた．その結果を紹介しよう．方程式は，次式で与えられる．⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx(t)

dt
= −y(t) − z(t)

dy(t)

dt
= x(t) + 0.2y(t) + u(t)

dz(t)

dt
= 0.2 + z(t)(x(t) − 5.7)

u(t) = k(y(t − ω) − y(t))
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初期条件の与え方については，特に記述がなかったので，x(t) = y(t) = 0, z(t) = 4

(−ω ≤ t ≤ 0)と与えることとした．まず，制御項を加える前，すなわち，k = 0の
ときには，図 1のようにシステムはカオス的な振る舞いを呈することに注意しよう．
k = 0.2, ω = 5.9としたDF制御を加えたときには，図2のように，周期的なアトラク
タが得られる．また，この周期アトラクタの周期を数値的に求めると 5.88867 . . .であ
る．k = 0.2, ω = 11.75としたDF制御を加えたときには，図3のように，周期的なア
トラクタが得られ，このときの周期アトラクタの周期を数値的に求めると 11.7537 . . .

である．これは２倍周期解が安定化されたと考えられる．k = 0.2, ω = 17.5とした
DF 制御を加えたときには，Pyragas の論文によると，３倍周期解が安定化される
はずであるが，残念ながらそれを再現することはできなかった (図 4参照)．

図 1: k = 0のとき (制御前)．0 ≤ t ≤ 1000(左)．500 ≤ t ≤ 1000(右)．

図 2: k = 0, ω = 5.9のとき．0 ≤ t ≤ 1000(左)．500 ≤ t ≤ 1000(右)．

DF 制御は, 手法としては非常に単純であるため，応用分野においては数値シミュ
レーションにより適用されてきているが, 解析的な研究はまだまだ追いついていな
いのが実状である (例えば, [10]の本文の第 1段落から第 3段落参照).
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図 3: k = 0, ω = 11.75のとき．0 ≤ t ≤ 1000(左)．500 ≤ t ≤ 1000(右)．

図 4: k = 0, ω = 17.5のとき．0 ≤ t ≤ 2000(左)．1500 ≤ t ≤ 2000(右)．

DF 制御の安定化問題を解析的に扱う観点として，以下の事柄が考えられる．

(i) DF 制御が成功するようなシステムの条件を求める．
(ii) DF 制御によって得られた周期解の安定性のロバスト性の保証．

(i)の解析については, 周期解のまわりでの線形変分方程式にフロッケの理論を適
用し，特性指数 (乗数)を解析することが主流となっている. 特に, 不安定周期解が
正の特性指数を奇数個持つ場合には, DF 制御によって周期解を安定化することはで
きないということが知られている [5, 6]. Nakajima はそのことを次の定理の形で与
えている．
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� �
定理 A (Nakajima [6]). (1.1)の双曲型周期解x∗(t)について, (1.1)の線形変分方
程式

dy

dt
= Df(x∗(t))y(1.3)

が1より大きな実数の特性乗数を奇数個持つ場合,不安定な周期解は任意のフィー
ドバックゲインKに対してDF 制御 (1.2)によって安定化することができない.

ここで, Df(x)は f(x)の xにおけるヤコビアン行列を表すものとする.
� �
この定理Aにおける「1より大きな実数の特性乗数を奇数個持つ」という条件は odd

number conditionあるいはと呼ばれ, 多くの文献において引用されている. しかし，
我々は定理Aの主張は正しいが，証明は完結していないのではないかと考えている．
さらに，Nakajimaは，この odd number conditionを排除した場合に, DF 制御によっ
て安定化可能となるための十分条件を与えている [7].

(ii) に関しても，解析手法としては (i)と同様フロッケの理論を適用することが考
えられる．ただし，時間遅れが周期と一致しない場合には，その取り扱いが格段に難
しくなる．実際そのような場合を取り扱った論文は現時点ではほとんど存在しない.

しかし,先に示したPyragasの数値シミュレーション結果の再現する際にも，ω = 5.9

とした場合に得られた周期アトラクタの周期は 5.88867 . . .であり，ω = 11.75とし
た場合には 11.7537 . . .といったように，実際の数値計算過程において，DF 制御項
の時間遅れを安定化させたい周期解の周期にびったりと一致させることは困難であ
る. このことからもわかるように，特に ωの値のずれに対するロバスト性を保証す
ることが重要な課題のひとつである．

本稿では，DF 制御による周期解の安定化問題を解析する際に必要となる，時間
遅れを持つ微分方程式の定性論，特にフロッケの理論について既存の結果を中心と
して紹介する．そして，その際に浮き彫りとなる定性論が整備すべき未解決課題を
提起したい．

2 基礎理論

2.1 時間遅れを持つ微分方程式

まず，時間遅れを持つ微分方程式の定性論を扱うための基本的な事項について述
べよう．正の数 rに対して，区間 [−r, 0]からRnへの連続関数からなる集合をCで
表し, Cにおけるノルムを ‖φ‖ = sup{|φ(θ)| : − ω ≤ θ ≤ 0} (φ ∈ C) で与える. こ
のとき, Cはバナッハ空間になっている. σ ∈ R, a > 0, x ∈ C, t ∈ [σ, σ + a]に対
して xt ∈ Cを

xt(θ) = x(t + θ), −r ≤ θ ≤ 0
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で与え，これを関数xの t–切片という．D ⊂ R×Cを定義域とするF (t, φ) : D → Rn

を与えられた関数，x′(t)を x(t)の右側微分としたとき，関係式

(2.1) x′(t) = F (t, xt)

をDで定義された関数微分方程式という．これが，時間遅れを持つ微分方程式の一
般的な表記である．

関数 x(t)が [σ − r, σ + a]上で定義された (2.1)の解であるとは，x ∈ C([σ− r, σ +

a],Rn)であり，任意の t ∈ [σ, σ + a]に対して (t, xt) ∈ Dでしかも (2.1)が成り立つ
ときにいう．与えられた (σ, φ) ∈ Dに対して，この解 x(t)が xσ = φを満たすとき，
x(t)は (σ, φ)を通る (2.1)の解であるという．このような解を求めることを，初期条
件 (σ, φ)に関する (2.1)の初期値問題という．常微分方程式と同様に，解の存在や一
意性，初期値に関する連続性といった基礎定理はすでに確立されている ( [3, Chapter

2]あるいは [11, 第 4章]参照)．また，

x′(t) = Ax(t − r), Aは n × n定数行列

といったような自励系線形関数微分方程式についても，解空間は無限次元となるも
のの，常微分方程式と同様，特性方程式が与えられ，基本解が特性方程式の解を用
いた指数関数と多項式の積で与えられることも知られている ( [3, Chapter 7]あるい
は [11, 第 5章]参照)．

2.2 周期系線形微分方程式とフロッケの理論

時間遅れを持つ場合のフロッケの理論について述べる前に，時間遅れがない場合
について簡単に復習をしておこう．周期係数を持つ n次元線形微分方程式

(2.2)
dx

dt
= A(t)x

を考えよう．ここで，A(t)は n × nの連続な行列値関数で，ある正の数ωが存在し
全ての tに対してA(t + ω) = A(t)が成り立つものとする．

(2.2)の基本解行列のひとつをΦ(t)とするとき，Φ(t + ω)も (2.2)の基本解行列と
なるので，正則な n × n定数行列M が存在し，

(2.3) Φ(t + ω) = Φ(t)M

が成り立つ．行列MはM = Φ(ω)で与えられモノドロミー作用素となっている．M

の固有値 λを (2.2)の特性乗数，λ = eμω を満たす μを特性指数という．このとき，
フロッケの理論として次のような定理にまとめることができる．
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� �
定理 B (フロッケの理論). M = eBωを満たす正則なn×n定数行列Bと，P (t+

ω) = P (t) (t ∈ R)を満たす n × n行列値関数 P (t)が存在し，

Φ(t) = P (t)etB, t ∈ (−∞,∞)

で与えられる．したがって，特に，λ = eμωが特性乗数となるための必要十分条
件は，次の形で与えられる (2.2)の非自明解が存在することである．

(2.4) x(t) = eμtp(t), p(t + ω) = p(t).
� �
本稿では，特性乗数 λ = eμωに対して (2.4)の形の解のことをフロッケタイプの解と
呼ぶことにする．

2.3 時間遅れを持つ周期系線形関数微分方程式

次に，時間遅れを持つ周期系線系微分方程式に対するフロッケの理論を紹介しよ
う．なお，ここで紹介する理論はHale & Lunel [3]のChapter 8からの抜粋である．
周期系線形関数微分方程式

(2.5) x′(t) = L(t)xt.

を考えよう．ここで，t ∈ RでありL(t)はCからRnへの有界線形作用素で，tにつ
いて連続で，ある正の数 ωが存在し全ての tに対してL(t + ω) = L(t)が成り立つ．

任意の初期条件 s ∈ R, φ ∈ Cに対して, (2.5)の [s,∞)で定義された解x = x(s, φ)

が存在し,この t–切片xt(s, φ) ∈ Cは t, sおよびφについて連続である. 任意の t ≥ s

および φ ∈ Cに対して, C上の解作用素 T (t, s)を T (t, s)φ = xt(s, φ)で定義する. こ
れは線形作用素で, 全ての t ≥ s ≥ τ に対して T (t, s)T (s, τ) = T (t, τ)を満たす. ま
た, L(t)の周期性より全ての t ≥ sに対して T (t + ω, s) = T (t, s)T (s + ω, s)が成り
立つ. モノドロミー作用素U : C → Cは次式で定義される.

Uφ = T (ω, 0)φ.

U は完全連続作用素となるので, U のスペクトル σ(U)は高々可算個で, 複素平面内
において零のみを集積点に持つコンパクトな集合である. また, σ(U) \ {0}は U の
点スペクトル Pσ(U)になっている. すなわち, λ ∈ Pσ(U)に対して φ 	= 0なるCの
要素が存在してUφ = λφが成り立つ. 任意の λ ∈ Pσ(U)のことを (2.5)の特性乗数,

λ = eμω を満たす μのことを (2.5)の特性指数という. 完全連続作用素の性質から,

(2.5)の任意の特性乗数 λに対して, Cの 2つの閉部分空間EλとQλが存在して次の
性質を満たす：

(i) Eλは有限次元;
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(ii) Eλ ⊕ Qλ = C;

(iii) UEλ ⊆ Eλ, UQλ ⊆ Qλ;

(iv) σ(U |Eλ) = {λ}, σ(U |Qλ) = σ(U) \ {λ}.

これらの性質は，時間遅れがない場合について言い換えると，行列Mの固有値とし
ての特性乗数λの一般化固有空間をEλ，その補空間をQλとおき，これらを用いて
Rnを直和分解したことに他ならない．時間遅れがない場合には，Eλの次元は λの
Mの固有値としての代数的重複度に一致することはよく知られている．これに対応
させて，時間遅れがある場合にも，Eλの次元を特性乗数 λの重複度と定義する．な
お，時間遅れがある場合には，Qλは無限次元であることに注意しよう．

この有限次元空間Eλに制限すれば，時間遅れがない場合のフロッケの理論がそ
のまま成り立つことが知られている．

� �
定理 C ( [3, Lemma 8.1.2]). λが (2.5)の特性乗数で, Eλの dλ次元の基底を列と
して並べたn×dλ行列値関数をΨとする. このとき, σ(eBω) = {λ}となるような
dλ×dλ行列Bと,各列がCの要素からなるようなP (t+ω) = P (t), t ∈ (−∞,∞)

を満たす n× dλ行列値関数 P (t)が存在し, φ = Ψb (b ∈ Rdλ) のとき, xt(0, φ)は
t ∈ (−∞,∞)で定義され,

xt(0, φ) = P (t)eBtb, t ∈ (−∞,∞).

したがって, 特に, λ = eμωが (2.5)の特性乗数となるための必要十分条件は, 次
の形で与えられる (2.5)の非自明解が存在することである.

(2.6) x(t) = eμtp(t), p(t + ω) = p(t).
� �
時間遅れがある場合においても，特性乗数 λ = eμωに対して, (2.6)の形の解のこと
を本稿ではフロッケタイプの解と呼ぶことにする．

時間遅れがある場合の特性乗数の求め方については，その一般的な方法は現段階
では示されていない．次のような，時間遅れがL(t)の周期 ωの整数倍となるような
方程式については，Hale & Lunel の結果が知られているので紹介しておこう．

(2.7) x′(t) =

m∑
j=0

Bj(t)x(t − jω).

ここで，Bjは連続な関数値行列でありBj(t+ω) = Bj(t)を満たすものとする．Ωt
s(z)

を複素パラメータ zを持つ周期係数の常微分方程式

(2.8) y′(t) =
m∑

j=0

zjBj(t)y(t)

の Ωs
s(z) = I を満たす基本解行列とする．U : C([−mω, 0],Rn) → C([−mω, 0],Rn)

を (2.7)のモノドロミー作用素とすると，U は次式で与えられる．−ω ≤ θ ≤ 0に対
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しては

(Uφ)(θ) = Ωθ
−ω(0)φ(0) +

m∑
j=1

∫ θ

−ω

Ωθ
τ (0)Bj(τ)φ(τ − (j − 1)ω)dτ,

であり，−mω ≤ θ ≤ −ωに対しては (Uφ)(θ) = φ(θ +ω)．そして，Uのスペクトル，
すなわち，特性乗数は次の定理によって与えられる．
� �
定理 D ( [3, Theorem 8.3.1]). Bmのゼロ点が全て孤立しているとき，(??)で与
えられた作用素U : C([−mω, 0],Rn) → C([−mω, 0],Rn)のスペクトルは

(2.9) σ(U) = {λ : det Δ(λ) = 0}

によって与えられる．ここで，Δ(z) = zI −Ωω
0 (z−1)とする．また，λ ∈ σ(U)に

対して，λの重複度は det Δの零点としての λの位数に等しい．
� �
例 1. スカラー方程式

(2.10) x′(t) = a(t)x(t − ω)

を考えよう．ここで，a : R → Rは連続でa(t+ω) = a(t)を満たすものとする．(2.10)

に対して，(2.8)に対応する方程式は

y′(t) = za(t)y

となり，これを解くことにより，

Ωt
s(z) = exp

(
z

∫ t

s

a(ξ)dξ

)
で与えられる．したがって，特性乗数 λは

λ − exp

(
λ−1

∫ ω

0

a(ξ)dξ

)
= 0

の解として与えられる．特性指数 μについては，λ = eμω を代入し対数の主値のみ
をとると，

μω − e−μω

∫ ω

0

a(ξ)dξ = 0

となる．この方程式は，定数係数のスカラー線形差分微分方程式の特性方程式

x′(t) =

(
1

ω

∫ ω

0

a(ξ)dξ

)
x(t − ω)

と一致していて，全ての根の実部が負となるための必要十分条件は，すでによく知
られている (例えば，[11, 定理 2.1]を参照せよ)．その結果を適用すると，(2.10)の
特性指数の実部が全て負となるための必要十分条件は，

−π

2
<

∫ ω

0

a(ξ)dξ < 0

であることがわかる．そして，このとき，(2.10)の解は t → ∞で指数的に零へと収
束する．
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例 2. 連立の微分方程式を考えよう．

(2.11)

{
x′(t) = −kx(t) + a(t)y(t − mω)

y′(t) = −ky(t) + a(t)y(t− mω).

ここで，a : R → Rは連続で a(t + ω) = a(t)を満たすものとし，kは正の定数，m

は正の整定数とする．(2.11)に対して，(2.8)に対応する方程式は{
x′(t) = −kx(t) + zma(t)y(t)

y′(t) = −ky(t) + zma(t)y(t).

となり，一般解を求めると c1, c2を任意定数として，

x(t) = c1 exp

(
−kt + zm

∫ t

0

a(ξ)dξ

)
+c2e

−kt, y(t) = c1 exp

(
−kt + zm

∫ t

0

a(ξ)dξ

)
で与えられる．ゆえに，基本解行列Ωt

s(z)は

Ωt
s(z) =

⎛⎝e−k(t−s) exp
(
−k(t − s) + zm

∫ t

s
a(ξ)dξ

)
− e−k(t−s)

0 exp
(
−k(t − s) + zm

∫ t

s
a(ξ)dξ

) ⎞⎠
したがって，

Δ(z) = zI −
(

e−kω exp
(−kω + z−m

∫ ω

0
a(ξ)dξ

)− e−k(t−s)

0 exp
(−kω + z−m

∫ ω

0
a(ξ)dξ

) )
となり，特性乗数は(

λ − e−kω
){

λ − exp

(
−kω + λ−m

∫ ω

0

a(ξ)dξ

)}
= 0

の解として与えられる．特性指数 μについては，λ = eμω を代入し対数の主値のみ
をとると，

μ = −k, または μω + kω − e−mμω

∫ ω

0

a(ξ)dξ = 0

となる．後者の方程式は，定数係数のスカラー線形差分微分方程式の特性方程式

x′(t) = −kx(t) +

(
1

ω

∫ ω

0

a(ξ)dξ

)
x(t − mω)

と一致していて，全ての根の実部が負となるための必要十分条件は，すでによく知
られている (例えば，[11, 付録 A]を参照せよ)．これを適用すると，r = mω，b =
1
ω

∫ ω

0
a(ξ)dξとして，図 5のグレーに塗りつぶした領域の内部に (k, b)が存在すると

きに，(2.11)の特性指数の実部は全て負となり，したがって t → ∞のとき解は指数
的に (0, 0)へと収束する．

注意 1. スカラー方程式であれば，(2.8)の基本解を容易に求めることができるが，2

次元以上であれば例 2のようにうまく求めることができる場合は非常に稀である．
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k

b

1- -r

1- -r 0

図 5: (2.11)の特性指数が全て負の実部を持つための必要十分条件．ただし，r = mω，
b = 1

ω

∫ ω

0
a(ξ)dξとおいている．

2.4 周期解の軌道安定性

次に自励系関数微分方程式

(2.12) x′(t) = F (xt)

を考えよう．ここで，DをC内のある領域とし，F : D → Rnは連続な 1階および 2

階のフレッシェ微分を持つものとする．(2.12)が周期ωの非自明な周期解を持つと仮
定する．ここでは，(2.12)の周期解 x∗(t)の軌道漸近安定性の定義を与え，特性乗数
を用いた安定性の判別指標をStokes [8]の結果などを引用しながら説明する．なお，
(2.12)は自励系なので,以下では, 初期時刻を 0に設定する. また, 初期関数φ ∈ Cを
持つ (2.12)の解を単に (初期時刻 0は省略して)x(φ)と表記する.

定義 1. x∗ が軌道安定であるとは, 任意の ε > 0 に対して δ(ε) > 0 が存在し,

dist(φ, x∗
0) < δ(ε)のとき全ての t ≥ 0に対して dist(xt(φ), x∗

0) < εが成り立つと
きにいう. x∗が軌道漸近安定であるとは, 軌道安定であり, かつ, ある δ > 0が存在
し, dist(φ, x∗

0) < δのとき limt→∞ dist(xt(φ), x∗
0) = 0が成り立つときにいう. ここで,

φ, ψ ∈ Cに対して dist(φ, ψ) = min{‖φ − ψ‖}とする.

軌道漸近安定に対する付加的な概念も与えよう.

定義 2 ( [1,8]参照). x∗が漸近的位相特性を持つとは,あるδ > 0が存在しdist(φ, x∗
0) <

δを満たすφに対して c = c(φ) ∈ Rが存在し, limt→∞ ‖xt(φ)−x∗
t+c‖ = 0となるとき

にいう.

方程式 (2.12)の周期解 x∗(t)の軌道漸近安定性を調べるために, x∗(t)まわりでの
線形変分方程式

(2.13)
dy(t)

dt
= L(t)yt
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を考える. ここで，L(t) := DF (x∗
t )は F の x∗

t ∈ Cにおけるフレッシェ微分であり，
これは C からRnへの線形作用素となる．F の条件と x∗(t)が連続な周期関数であ
ることより，L(t)は任意の tに対して有界作用素であり，また，tについて連続でも
ある．さらに，L(t + ω) = L(t)も成り立っていて，(2.13)は周期系線形関数微分方
程式である．

明らかに (2.13)は y∗(t) = F (x∗
t )なる周期解を持っている. したがって, 定理Cよ

り特性乗数に λ∗ = 1を持つ. 1が重複度 1の特性乗数のとき, x∗(t)は (2.12)の非退
化周期解という．さらに, 1 (重複度は 1) 以外の特性乗数の大きさが1に等しくない
とき, x∗(t)は双曲型周期解という.

時間遅れがない場合と同様にx∗(t)の安定性は特性乗数の大きさによって判定可能
であることが知られている. まず，参考のため時間遅れがない微分方程式 (1.1)の周
期解 x∗(t)の安定性を判別する定理のうち代表的なものを紹介しよう．

� �
定理 E (Andronov-Wittの定理．[1, Th. 5.1.2]あるいは [12, 定理 25]参照).

x∗(t)が (1.1)の非退化周期解とする．このとき，(1.3)の 1を除く全ての特性乗
数の絶対値が 1より小さいならば，x∗(t)は軌道漸近安定でしかも漸近的位相特
性を持つ．

� �
� �
定理 F ( [4, Theorem 11.2]参照). (1.3)の特性乗数のうち絶対値が 1より大きな
ものが少なくともひとつ存在すれば，x∗(t)は軌道不安定である．

� �

時間遅れを含む場合については，定理Eと同様の定理が Stokesによって示されて
いる．

� �
定理 G (Stokes [8]). x∗(t)が (2.12)の非退化周期解とする．このとき，(2.13)の
1を除く全ての特性乗数の絶対値が 1より小さいならば，x∗(t)は軌道漸近安定
でしかも漸近的位相特性を持つ．

� �
しかし，定理 Fと同様の定理は我々の知る限り存在しないようである．周期解が双
曲型であることを仮定すればHale & Lunelによる安定集合及び不安定集合の存在と
その次元に言及した結果 [3]の Theorem 10.3.2 が有効である. 双曲性や非退化性の
仮定は，非線形問題を取り扱う際には通常よく仮定されるが，しかし，これらの仮
定が満たされるかどうかを実際の問題において調べることは意外に困難である．な
ぜなら，時間遅れを持つ微分方程式の特性乗数を計算するための一般的な方法は得
られいないからである．したがって，少なくとも不安定性定理については，これら
の仮定を課さない定理Fと同様のものがあると非常に便利である．
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3 DF制御による安定化問題の解析と課題

DF 制御を施した (1.2)の周期解 x∗(t)の周りでの線形変分方程式は，

(3.1) y′(t) = A(t)y(t) + K(y(t− ω) − y(t))

となる．ここで，A(t) = Df(x∗(t))とおいた．この方程式は先にも述べたように，
y∗(t) = f(x∗(t))なる周期解を持っている．したがって，特性乗数に 1を持つことが
わかる．残りの特性乗数の大きさを調べる必要があるが，まずは，定理Dを適用す
ることを考えてみよう．(2.8)に対応する方程式は

y′(t) = (A(t) − K)y(t) + zKy(t)

であるが，A(t)やKが具体的に与えられたとしても，基本解行列を求めることは不
可能な場合がほとんどである．複素パラメータ zを固定してやれば，モノドロミー
行列Ωω

0 を数値的に計算することは可能であるが，ある限られた zについて求めた
ところで，使い物にならない．ただし，2次元であれば，ひとつの解 y∗(t)が既知な
ので場合によったらこれと一時独立な解を初等的な手法で求めることができるかも
しれない．いずれにせよ，かなり特殊な状況下でなければ，定理Dは使い物になら
ないようである．

そこで，我々は定理Dに頼らずに特性乗数 (指数)を求めることを試みた．実際，
フィードバックゲインがK = kIの非常に限定された場合ではあるが，特性乗数を
求める計算式を導くことができた．

命題 1. K = kI(k ∈ R)を仮定する．(1.3)の特性指数 μjに対して，

(3.2) μ + k − ke−μω = μj

を満たすμは (3.1)の特性指数である．逆に，(3.1)の特性指数 μに対して，(1.3)の
特性指数 μjが存在して，(3.2)を満たす．

証明. Φ(t)を (1.3)の基本解行列とする．このとき，モノドロミー作用素をMとお
くと，(2.3)が成り立っている．(3.1)の解 y(t)を

y(t) = Φ(t)z(t)

と z(t)へと変換すと，

z′(t) = Φ−1(t)KΦ(t)
(
M−1z(t − ω) − z(t)

)
を得る．K = kIを仮定しているので，

(3.3) z′(t) = k
(
M−1z(t − ω) − z(t)

)
となる．ここで，Mの相異なる固有値，すなわち，(1.3)の特性乗数を λ1, λ2, . . . λm

とし，λjに対応する特性指数をμjとおく．すなわち，λj = eμjωを満たす．また，λj

に属するM の固有ベクトルを vjとおくことにする．このとき，

ξ + k = ke−(ξ+μj)ω
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を満たすの任意 ξに対して，z(t) = etξvjとおくと，

k(M−1z(t − ω) − z(t)) = k(e(t−ω)ξM−1vj − etξvj) = ketξ(e−ωξλ−1
j vj − vj)

= ketξ(e−ω(ξ+μj) − 1)vj = etξξvj = z′(t)

となり，z(t)が (3.3)の解であることがわかる．したがって，y(t) = etξΦ(t)vjは (3.1)

の解である．一方，p(t) = e−μjtΦ(t)vj とおくと，(2.3)より

p(t + ω) = e−μj(t+ω)Φ(t + ω)vj = e−μjte−μjωΦ(t)Mvj

= e−μjtλ−1
j Φ(t)λjvj = p(t)

となることに注意すると，y(t) = et(ξ+μj)p(t)は (3.1)のフロッケタイプの解である．
したがって，定理Cより ξ + μjは (3.1)のフロッケ指数である．すなわち，(3.2)を
満たす μは (3.1)のフロッケ指数である．

逆に，μが (3.1)のフロッケ指数であると仮定しよう．定理Cより，(3.1)は y(t) =

eμtp(t)なるフロッケタイプの解を持つ．ただし，p(t)は p(t + ω) = p(t)を満たす周
期関数である．y(t)は (3.1)を満たすことより，

μeμtp(t) + eμtp′(t) = A(t)eμtp(t) + k(eμ(t−ω)p(t − ω) − eμtp(t))

が成り立ち，p(t − ω) = p(t)であることに注意すると，

d

dt

[
exp

{
(μ + k − ke−μω)t

}
p(t)

]
= A(t)

[
exp

{
(μ + k − ke−μω)t

}
p(t)

]
が得られる．すなわち，exp {(μ + k − ke−μω)t} p(t)は (1.3)のフロッケタイプの解で
ある．したがって，定理Bより，μ+k−ke−μωは (1.3)の特性指数になっている．

μj > 0のときには，(3.2)の解で実部が正となるものが存在する．時間遅れを持つ
微分方程式に対しても定理Fと同様の定理が成り立てば，K = kIなるフィードバッ
クゲインでは DF 制御が成功しないことがわかる．しかし，2.4節で述べたとおり，
現時点ではそのような定理は証明されていないようである．

x∗(t)が (1.2)の双曲型周期解であることが示されれば，Hale & Lunel [3]の定理
10.3.2が適用できる．しかし，双曲性を証明するためには (1.3)の特性指数 μj が必
要となるが，これを求めること自体不可能である．

非退化性については，ある程度可能である．命題 1と同じ設定，つまり，K = kI

を仮定した場合には，(1.2)の周期解 x∗(t)が非退化となるための条件が証明できる．
その証明には，特性乗数の重複度がμについての方程式 (3.2)の根の重複度に等しい
ことが証明されていればそれを調べれば良いが，それは現時点では示されていない．
したがって，ここでは，特性乗数の重複度の定義に立ち返った証明を紹介しよう．

命題 2. K = kI(k ∈ R)で k 	= − 1
ω
を仮定する. このとき，(1.1)の周期解 x∗(t)が非

退化であれば，(1.2)の周期解 x∗(t)も非退化となる．
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証明. 重複度 dが d ≥ 2であると仮定する. 定理Cにおける行列Bは d × d行列で
あり, σ(eωB) = {1}に注意すると, 行列Btωは

(3.4) etB = I +
t

1!
B +

t2

2!
B2 + · · · td−1

(d − 1)!
Bd−1

とかける. また, N(Bj) = {b ∈ Rd : Bjb = 0}とすると,

N(B) ⊂ N(B2) ⊂ · · · ⊂ N(Bd), N(Bj+1) \ N(Bj) 	= ∅, N(Bd) = Rd

であることに注意しよう．定理Cより, b ∈ Rdに対してx(t) = P (t)eBtbは (3.1)の解
である (P (t)の各列はCの要素で与えられているので,正確には xt = P (t)eBtbであ
り, x(t) = P (t)(0)eBtbと書くべきであるが, 記述が煩雑となることを避けるため (0)

を省略している). (3.1)の解作用素T (t, s)に対して，xt = T (T, 0)φ = T (t, 0)Ψbが成
り立つので，P (t) = T (t, 0)Ψe−Btであることが分る. したがって, D(f(x∗(t)) = A(t)

とおくと,

P ′(t) =

{
d

dt
T (t, 0)Ψ

}
Ψe−Bt − T (t, 0)Ψe−BtB

= [A(t)T (t, 0) + K {T (t − ω, 0) − T (t, 0)}] Ψe−Bt − P (t)B

= A(t)P (t) + K
{
P (t− ω)e−ωB − P (t)

} − P (t)B

(3.5)

(3.4)および P (t− ω) = P (t)より,

P ′(t) =A(t)P (t) − P (t)B

+ KP (t)

{−ω

1!
B +

(−ω)2

2!
B2 + · · · (−ω)d−1

(d − 1)!
Bd−1

}
(3.6)

が成り立つ. b ∈ N(B) (b 	= 0) とすると, Bjb = 0 (j = 1, . . . , d)であるから, (3.4)お
よび (3.6)より,

x(t) = P (t)eBtb = P (t)b, x′(t) = P ′(t)b = A(t)P (t)b = A(t)x(t)

となる. これは, P (t)bが (3.1)の解であると同時に (1.3)の解であることを示している.

(1.1)の周期解 x∗(t)の非退化性より, (1.3)の周期ωの非自明な周期解は y∗(t)のスカ
ラー倍のみである. したがって, ある適当なスカラーα 	= 0に対して, P (t)b = αy∗(t)

とおける.

b ∈ N(B2) \ N(B)とする. まず, Bb ∈ N(B)かつBb 	= 0であるから, ある適当な
スカラー α 	= 0に対して, P (t)Bb = αy∗(t)とおけるので, Bjb = 0 (j = 2, . . . , d)に
注意すると (3.6)より,

(3.7) P ′(t)b = A(t)P (t)b − α(ωK + I)y∗(t)

が成り立つ．ここで，(1.3)の基本解行列Φ(t)として，第 1列が y∗(t) = f(x∗(t))と
なるように選んでくる．このとき，

(3.8) I = Φ(s)−1Φ(s) =
(
Φ(s)−1y∗(s) ∗ )
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が成り立つことに注意しよう．さらに，(2.3)より

(y∗(t) � ) = (y∗(t) ∗ ) M

がであることから，行列M については，

(3.9) M =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 m12 . . . m1n

0 m22 . . . m2n

...
...

...
...

0 mn2 . . . mnn

⎞⎟⎟⎟⎠
という形になっていることに注意しよう．(3.7)に定数変化法の公式を適用すると，

P (t)b = Φ(t)Φ(0)−1P (0)b − αΦ(t)

∫ t

0

Φ(s)−1(ωK + I)y∗(s)ds.

K = kIと (3.8)より，

P (t)b = Φ(t)Φ(0)−1P (0)b − α(1 + ωk)Φ(t)

∫ t

0

Φ(s)−1y∗(s)ds

= Φ(t)Φ(0)−1P (0)b − α(1 + ωk)ty∗(t)

を得る．この式と (2.3)より，

P (t + ω) = Φ(t + ω)Φ(0)−1P (0)b− α(1 + ωk)(t + ω)y∗(t + ω)

= Φ(t)MΦ(0)−1P (0)b − α(1 + ωk)(t + ω)y∗(t)

となる．P (t + ω)b = P (t)bであることより，

Φ(t)MΦ(0)−1P (0)b − α(1 + ωk)(t + ω)y∗(t) = Φ(t)Φ(0)−1P (0)b − α(1 + ωk)ty∗(t)

が成り立ち，この式を整理すると

(3.10) Φ(t)(M − I)Φ(0)−1P (0)b = αω(1 + ωk)y∗(t)

を得る．一方，x∗(t)が (1.3)の非退化周期解であることから，Φ(t)の第 2列以降の列
に並べられた基本解は周期ωの周期関数となっていない．さらに，(3.9)より，M −I

の第 1列目の成分は全て零であることに着目すると，(3.10)の左辺が周期 ωの周期
関数となるはずはない．つまり，(3.10)は矛盾した式になっている．ゆえに d = 1,

すなわち, x∗(t)は (1.2)の非退化周期解である.

以上の二つの命題から，フィードバックゲインをK = kI ととった場合のDF 制
御の適用可能性については，時間遅れを持つ微分方程式に対する定理Fの証明が完
了すれば，あとは (3.2)の根の解析をするだけである．

一般のフィードバックゲインに対しては，ふたつの命題と同様の計算はもはや不
可能となり，特性乗数 (指数)の計算のために，全く違った手法を考えなければなら
ない．それは，具体例に対して計算が実行できるような定理Dに変わるものを導く
必要がある．

また，DF 制御の時間遅れが周期解の周期と一致しない場合にも，特性乗数 (指数)

を計算あるいは評価するための何らかの手法の開発が必要である．
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バネの方程式と自由境界問題
岐阜大学教育学部　愛木豊彦 (aiki@cc.gifu-u.ac.jp)

1 バネの運動方程式

図 1

物理学や微分方程式の教科書には，図 1のようなバネの運動が次の方程式で記述
されている。

m
d2x

dt2
= −κx.

ここで，x = x(t) は時刻 tでのバネののび，mはおもりの質量，κはフックの法則
の定数である。そこでは，バネの変位が空間的に一様であることを前提としている。
あるいは，内部での局所的な空間変化を考慮に入れていない。
本稿の目的は，バネが伸びる，つまりバネの形状の変化を考慮した場合の，運動
方程式の導出，および，それに関連する問題の可解性を議論することである。

t = 0

t = t

x = 0
x = L

x = `(t)

X
∆X

x

∆x
x + ∆x

X + ∆X

まず，歪み εを定義する。時刻 t = 0で長さ Lで区間 (0, L)に位置するバネを考
える。t = 0でX にあった点の時刻 tでの位置を xで表す。つまり，x = x(t,X),

X = X(t, x) とすると，x(t,X ′) = X−1(t,X ′), X(t, x′) = x−1(t, x′) である。ここで，
時刻 t，位置 xにおける変位を u(t, x) = x − X(t, x) と定義する。このとき，歪み ε

は次のように定義される。自然長 `0であったものが長さ `になったとき，
` − `0

`0

の

`0 ↓ 0 としたときの極限値 ε を歪みと呼ぶ。従って，(t, x)における歪みは次のよう
に計算できる。`0 = ∆xとおくと，` = x(t,X + ∆X) − x(t,X) =: ∆x なので，

` − `0

`0

=
x(t,X + ∆X) − x(t,X) − ∆X

∆X
=

u(t, x + ∆x) − u(t, x)

∆x

∆x

∆X
.

ここで，∆X ↓ 0 とすると，ε =
∂u

∂x

∂x

∂X
. 一方，u = x−X より，

∂u

∂X
=

∂x

∂X
− 1な
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ので，
∂x

∂X
=

1

1 − ux

. ゆえに，

ε =
ux

1 − ux

.

ここで，ux = 1ならば，∂X
∂x

= 0 となり，異なる点が同じ点に移ることを意味して
おり，物理的にはおこりえない。通常は，ここで変位が微小であることを仮定し，
Taylor展開し，高次の項を無視して ε = ux として議論を進める。しかし，バネなど
の場合，変位は十分に小さいとはいえない。そこで，本稿では，歪みと変位の関係
を近似せずそのままの形で扱う。
次に，方程式を導出する。まず，その点の速さ v = v(t, x) を求める。

v = lim
∆t↓0

∆x

∆t
= lim

∆t↓0

u(t + ∆t, x + ∆x) − u(t, x)

∆t

より，v = ut + vux なので，v =
ut

1 − ux

. さらに，密度 ρ = ρ(t, x) については，質

量保存の法則∆Xρ(0, x) = ∆xρ(t, x) より，次を得る。

ρ(t, x) =
∂X

∂x
ρ(0, x) = (1 − ux)ρ(0, x).

ここで，ニュートンの運動方程式 (ρv)t = f + σxを採用すると (ただし，f は外力，
σ は応力)，ρv = ρ(0, x)ut より，

ρ0(x)utt = f + σx,

ここで，ρ0(x) = ρ(0, x). さらに，フックの法則 σ = κε を仮定し (κ は正定数)，以
下の内部の運動方程式を得た。

ρ0utt = f + κ(
ux

1 − ux

)x.

バネの初期位置を 区間 (0, L) とし，x = 0 でバネは固定する。従って，u(t, 0) =

−X(t, 0) = 0. また，時刻 tでのバネの端の位置を `(t)と表す。`(0) = L. 同様に，
u(t, `(t)) = `(t) −X(t, `(t)) = `(t)− L. 質量mのおもりがバネの端についていると
すると，その運動方程式は，

m`′′(t) = mg − σ(t, `(t))

となる。だたし，gは重力加速度である。
以上より，次の自由境界問題が得られる。
問題 1. 以下 (1) ∼ (4) を満たす 区間 [0, T ]上の関数 ` = `(t) 及びQ`(T )上の関数

u = u(t, x) を求めよ，ただし，

Q`(T ) = {(t, x)|0 < x < `(t) for 0 < t < T}.

ρ0utt = f + κ(
ux

1 − ux

)x in Q`(T ), (1)

u(t, 0) = 0 for 0 < t < T, (2)

u(t, `(t)) = `(t) − L,m`′′(t) = mg − κ(
ux

1 − ux

)x for 0 < t < T, (3)

`(0) = L, u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = v0(x) for 0 ≤ x ≤ L. (4)
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ここで，u0 と v0は初期関数である。しかし，この問題 1は σの非線形性及び自由境
界問題から生じる困難さのために，容易に解くことはできない。従って，この問題
を解く前に，方程式 (1)に対する初期値境界値問題の可解性を調べる必要がある。第
2節では，このことを取り上げる。そして，第 3節において，今後の展望を述べる。

2 非線形歪みに対する固定境界問題
固定境界の場合であっても，方程式 (1)の強い非線形性のため，解くことは容易

ではない。筆者のねらいは，バネの運動に関する自由境界問題を考察した後，形状
記憶合金に対する自由境界問題を解くことである。従って，形状記憶合金の数理モ
デルに現れる次の方程式 (1)に対する近似方程式を取り上げることにする。

ρ0utt + γuxxxx − µutxx = f + σx,

ここで，γ > 0，µ > 0 は正定数である。この近似は，形状記憶合金の力学的変化を
記述する際によく使われる (cf. Brokate-Sprekels [2])。
問題 2. 以下 (5)∼(7)を満たす Q(T )上の関数 u = u(t, x) を求めよ，ただし，

Q`(T ) = (0, T ) × (0, 1), 0 < T < ∞.

ρ0utt + γuxxxx − µutxx = κ(
ux

1 − ux

)x in Q(T ), (5)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, uxx(t, 0) = uxx(t, 1) = 0 for 0 < t < T, (6)

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = v0(x) for 0 < x < 1. (7)

問題 2の解を定義する。
定義 1. u が 次の i)∼iii)を満たすとき，問題 2の [0, T ]上の弱解とよぶ。

i) u ∈ W 2,2(0, T ; (H1
0 (0, 1))¤) ∩ W 1,∞(0, T ; H1

0 (0, 1)) ∩ L∞(0, T ; H3(0, 1))

∩W 1,2(0, T ; H2(0, 1)).

ii) < utt(t), η > −γ(uxxx(t), ηx) − µ(utxx(t), η) − ( ux(t)
1−ux(t)

, η) = 0 for η ∈ H1
0 (0, 1),

ここで，H1
0 (0, 1)¤ は H1

0 (0, 1) の共役空間，(·, ·) は L2(0, 1)の内積，< ·, · > は
(H1

0 (0, 1))¤ × H1
0 (0, 1)) の duality pairを表す。

iii) ある δ > 0 に対し，ux ≤ 1 − δ on Q(T ).

さらに，uが iii)と次の i)’と ii)”を満たすとき，問題 2の [0, T ]上の強解であると
いう。
i)’ u ∈ W 2,2(0, T ; L2(0, 1)) ∩ W 1,∞(0, T ; H2(0, 1)) ∩ L∞(0, T ; H4(0, 1))

∩W 1,2(0, T ; H3(0, 1)).

ii)’ (5) がQ(T )上成り立ち，(6),(7)も通常の意味で成り立つ。

本稿の主定理を与える。
定理 ρ0 は定数，u0 ∈ H3(0, 1) ∩ H1

0 (0, 1), v0 ∈ H1
0 (0, 1) とする。このとき，ある

δ0 > 0 が存在し，

|v0|2L2(0,1) +
γ

2
|u0xx|2L2(0,1) +

∫ 1

0
(

u0x

1 − u0x

)dx < δ0
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ならば，問題 2は任意の T > 0 に対し，[0, T ]上，一意的な弱解をもつ。
さらに，u0 ∈ H4(0, 1) かつ v0 ∈ H2(0, 1) ならば，問題 2は強解をもつ。

定理における一意性は，定義 1iii)より，解の差を方程式の差にかけて，積分する
ことによって容易に証明できる。
存在の証明を以下の手順で行う。
(1st Step) f ∈ L2(0, T ; L2(0, 1)) に対し，

utt + γuxxxx − µutxx = f (8)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, uxx(t, 0) = uxx(t, 1) = 0 (9)

u(0) = u0, ut(0) = v0 (10)

の弱解の存在を示す。この方程式が強解を持つためには，f ∈ L2(0, T ; H1(0, 1)) が
必要である。

(2nd step) β : R toR を β(r) = κ
r

1 − r
for r ∈ R とおき，その吉田近似を βλとす

る。λ ∈ (0, 1]に対し，

uλtt + γuλxxxx − µuλtxx = βλ(uλx)x (∗)

初期値境界値問題 (8) ∼ (10) の (8) を (*)に代えた問題の解の存在及び一意性を，
Banachの不動点定理で示す。

(3rd Step) (∗) × uλt より，

d

dt
(
1

2
|uλt(t)|2L2(0,1) +

γ

2
|uλxx(t)|2L2(0,1) +

∫ 1

0
β̂λ(uλx(t))dx) + µ|uλtx(t)|2L2(0,1) ≤ 0.

ここで，β̂λ は βλ の原始関数である。

1

2
|uλt(t)|2L2(0,1) +

γ

2
|uλxx(t)|2L2(0,1) +

∫ 1

0
β̂λ(uλx(t))dx + µ

∫ t

0
|uλτx(τ)|2L2(0,1)dτ

≤ 1

2
|v0|2L2(0,1) +

γ

2
|u0xx|2L2(0,1) +

∫ 1

0
(

u0x

1 − u0x

)dx ≤ δ0.

よって，|uλx(t)|L∞(0,1) ≤ 1 − δ for 0 < t < T となる δ > 0 がとれる。

(4th Step) |βλ(uλx)| ≤ C, β′(r) =
κ

(1 − r)2
より，βλ(uλx)x = β′

λ(uλx)uλxx は

L∞(0, T ; H) で有界である。
(5th Step) (∗) の右辺が L2(Q(T ))で有界なので，(∗) × uλtxx より，

1

2
|uλtx(t)|2L2(0,1) +

γ

2
|uλxxx(t)|2L2(0,1) + µ

∫ T

0
|uλtx(t)|2L2(0,1)dt ≤ C

(final Step)以上の評価から，収束部分列をとって，解の存在を示すことができる。

3 今後の展望
前節で述べたように，本稿の結果はすべて，バネの部分を形状記憶合金に変えた
問題の研の前段階である。まず，1次元形状記憶合金問題に対する研究の状況を説明
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する。バネの問題との違いは，フックの法則である。バネに対しては，歪みと応力の
関係は比例しているとみなしているが，形状記憶合金の場合，この関係が非線形で
あり，なおかつ温度変化に依存することを仮定しなければならない。従って，必然的
に温度変化を記述するエネルギー保存則から導かれる方程式と，運動方程式とを連
立させて考えなければならない。このような 1次元形状記憶合金に対する最も代表的
な数理モデルは，Falkモデルである。Falkモデルの詳細についてはBrokate-Sprekels

[2]を参照されたい。ここでは，弱解の存在に関する結果だけを簡単に述べる。従来，
1次元形状記憶合金に対する Falkモデルの弱解については，いくつか結果があった
が，近年，Yoshikawa [3]によってかなり広い空間で初期値を与えることができるよ
うになった。また，形状記憶合金の場合，歪みと応力の関係が通常の関数ではなく，
ヒステリシスとなる。このことを考慮に入れたモデルに対する数学的結果として，
Aiki-Kadoya-Yoshikawa [1]がある。
上で述べた 1次元形状記憶合金問題は全て固定領域で考えられている。そもそも，

形状記憶合金は，温度変化によって，目に見えるレベルで形状が変化する。つまり，
領域が変化する。ところが，現時点までにおいて，形状の変化までを数学的に捉え
ようとした結果はまだない。形状記憶合金の形状変化が立体的である場合もあるが，
まず，1次元的に変化する場合を考える。炊飯器に設置されている温度センサーが
その具体例を与える。形状記憶合金と普通のバネを組み合わせてこの温度センサー
が作られている（古川テクノマテリアルのホームページを参照）。この場合，自由境
界は，普通のバネと形状記憶合金で作ったバネとのつなぎ目である。このセンサー
に対する数理モデルを導出し，その適切性を示し，数値計算によってその動きを再
現するのが，本研究の目的である。それへ，向けて以下の問題を考えていきたい。

• 問題 2において，方程式を (5)に f を加え, 境界条件を non-homogeneousに
する。

• ux ≤ 1 − δ のように完全に 1 − ux が浮いている場合ではなく，解の空間を
1

1−ux
∈ L2とする。

• 問題 1の方程式 (1)を ρ0utt + γuxxxx − µutxx = f + κux にする。
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