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はじめに

宮崎の地で研究集会「PPM」を始めて、今回５回目を開催することが出来ました。これも一重

に講演者皆様のご協力と参加者の励ましによるものと感謝しています。最近では「今年も研究集

会を開きますか」と関心を持って頂けるようになりました。世話人の興味ある話題を中心に講演

依頼をしている関係上、内容の統一性には欠ける点もありますが、この研究集会が目指す異分野

交流という本来の目的は達成されているのではないでしょうか。この研究集会を始めた頃の世話

人の半数が転出しましたが、新たなメンバーを加え今後とも継続して行くことにしています。皆

様のご協力をよろしくお願い致します。

また、お蔭様で執筆者の方々からすばらしい原稿を頂き、報告書を作ることが出来ました。改

めて感謝いたします。

尚、本報告集の PDFファイルは、

http://www.miyazaki-u.ac.jp/˜ohtsuka/research/ppm/ppm2007.html

より入手できます。カラー図版等の閲覧にご利用くたさい。また、過去の研究集会 PPM2003～

PPM2006の報告集も上記WEBサイトから辿ることができますので、合わせてご参照いただけま

すと幸いです。

本研究集会は、いくつかの科学研究費補助金の援助を受けました。補助金番号の一覧は次々ペー

ジのプログラムの最後に掲載してあります。最後に、研究集会開催にあたり、ご協力くださった

関係者の方々全てに感謝の意を表したいと思います。

2008年 4月

世話人を代表して

辻川　亨



目 次

1. 渡辺雅二（岡山大学）・河合富佐子（岡山大学）

ポリマー生分解に関するモデルと逆問題

および数値シミュレーションについて . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6–14

2. 柴山充瑠（京都大学）

直線 3体問題の記号化と Schubart軌道について . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16–27

3. 柴田徹太郎（広島大学）

非線形固有値問題の解の漸近挙動 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28–35

4. 渡辺道之（東京理科大学）

平面上の複素ポテンシャルの再構成について . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36–58

5. 滝本和広（広島大学）

完全非線形偏微分方程式の解の等高面の除去可能性について . . . . . . . . . . . . . . . . 60–71

6. 櫻井建成（千葉大学）

大腸菌のパターン形成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72–80



研究集会「偏微分方程式と現象：
PDEs and Phenomena in Miyazaki 2007 (略称：PPM2007)」

日時 : 2007年 11月 16日（金） ～ 11月 17日（土）

会場 : 宮崎大学工学部総合研究棟 2階プレゼンテーション室 (D204)

案内 : http://www.miyazaki-u.ac.jp/∼ohtsuka/research/ppm/ppm2007.html

プログラム

11月 16日 (金)

14:30-15:20 渡辺 雅二 (岡山大学大学院環境学研究科)

河合 富佐子 (岡山大学資源生物科学研究所)

「ポリマー生分解に関するモデルと逆問題および数値シミュレーションにつ
いて」

15:40-16:30 柴山 充瑠（京都大学数理解析研究所）
「直線 3体問題の記号化と Schubart軌道について」

16:40-17:30 柴田 徹太郎（広島大学大学院工学研究科）
「非線形固有値問題の解の漸近挙動」

19:00∼ 懇親会

「海鮮市場　木綿屋」(宮崎市橘通西 2丁目 5番 6号 0985-29-1692）にて



11月 17日 (土)

9:40-10:30 渡辺 道之（東京理科大学理工学部）
「平面上の複素ポテンシャルの再構成について」

10:40-11:30 滝本 和広（広島大学大学院理学研究科）
「完全非線形偏微分方程式の解の等高面の除去可能性について」

11:40-12:30 櫻井 建成（千葉大学理学部）
「大腸菌のパターン形成」

本研究集会は、以下の科学研究費補助金（基盤C(2)：辻川、大塚）

課題番号 研究代表者 課題名

17540125 辻川 亨 反応拡散方程式の縮約系とそれに関わる漸近解析
19540222 大塚浩史 リュービルシステムに現れる集中現象と渦点の衝突に関する研究

の援助を受けています。

世話人： 辻川 亨、北 直泰、矢崎成俊、大塚浩史、（宮崎大学）
連絡先： 辻川 亨 (Tohru Tsujikawa)

〒 889-2192 宮崎市学園木花台西 1-1宮崎大学工学部材料物理工学科
E-mail：tujikawa@cc.miyazaki-u.ac.jp
TEL：0985-58-7381／ 0985-58-7288（事務室）＆ FAX：0985-58-7289



ポリマー生分解に関するモデルと逆問題および
数値シミュレーションについて

渡辺雅二∗ 河合富佐子†

概 要

Endogenousタイプ解重合のモデルについて，最近得られた結果を示す。
Endogenousタイプ解重合プロセスの解析に従来適用されたモデルを一般化
したモデルが導かれる過程を示し，その解析方法について言及する。

1 序論
化粧品や医薬部外品などの原料として用いられる水溶性ポリマーは，リサイク
ルや焼却処理には適さず，一部は使用後河川，湖沼，海域に排出される。いわゆる
“プラスチック”と呼ばれる非水溶性ポリマーに関しても，すべてがリサイクルあ
るいは焼却処理されてはいない。そのため，これら高分子の環境中での不適切な
蓄積を抑制する自然浄化作用の一要因として，微生物による分解，資化機能は不
可欠であり，そのメカニズムを解明することは重要である。微生物よるポリマー
解重合プロセスは，一般に exogenousタイプと endogenousタイプに大きく分けら
れる。Exogenousタイプの解重合では，分解はポリマー分子末端に限られ，モノ
マーユニットの解離によりポリマー分子は低分子化する。したがって exogenousタ
イプ解重合プロセスでは，分子量分布域全体で徐々に低分子化が進む。また，酸
化プロセスが分解の主な要因であることも exogenousタイプ解重合の特徴として
挙げられる。Exogenousタイプの解重合の例としてポリエチレン（PE）のβ-酸
化がある。炭化水素の代謝プロセスにより，末端にカルボキシル基が生成された
ポリエチレン分子は，脂肪酸と類似の構造を持つようになり，その結果β-酸化が
連続して作用する。Exogenousタイプ解重合プロセスのもう一つの例にポリエチ

∗岡山大学大学院環境学研究科
†岡山大学資源生物科学研究所
本研究は，平成１９年度科学研究費補助金交付研究 (基盤研究 (C)，課題番号 16540106，研究

代表者 渡辺雅二，研究課題名 微分方程式によるモデリングおよび逆問題の解析と数値
解法）の一環として遂行された。
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レングリコール（PEG）の生分解がある。PEGは嫌気的あるいは好気的に，分
子末端でモノマーユニットが切断される。PE生分解モデルとして提案された数
学モデルである exogenous解重合モデルは，PEGの生分解性解析にも適用された
[1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10]。

Endogenousタイプの解重合では，分子が任意の位置で切断される。その結果分
解初期に分子量が急激に減少し，低分子化が進行する。また，加水分解が主な要因
であることも，その特徴である。ポリビニールアルコール (PVA)の分解は酸化と
加水分解の組み合わせで進行する。即ち、酸化酵素で生じたモノケトン或はジケ
トン構造に加水分解酵素が作用し，その結果炭素鎖が切断される。このPVA分解
プロセスのモデルとして提案された endogenous解重合モデルは，ポリ乳酸 (PLA)

の酵素分解プロセスにも適用され，解析が行なわれた [2, 3, 9, 11]。
本報告では， exogenousタイプ解重合および endogenousタイプの解重合に関し
て，実験データから分解率を求めるための逆問題と初期値問題を解くことによっ
て行うシミュレーションについて解説する。

2 Exogenous解重合モデルとその適用について
PEを炭素源とした微生物の培養実験の結果より，低分子が高分子よりも速く分
解され，培養後は培養前に比較して PEの重量分布全体が高分子側にシフトした
ことが示された。またPEは化学構造的には炭化水素であり，末端からの分解代謝
経路であるTerminal oxidation, Diterminal oxidation, Subterminal oxidation が作
用すると考えられる。これら炭化水素の代謝経路で代謝されたPE分子には，末端
の酸化によりカルボン酸が生成される。その結果 PE分子は脂肪酸と類似の構造
を持つようになり，β-酸化が作用すると考えられる。このとき 1サイクルの β-酸
化で炭素原子２つ分のユニットがPE分子から解離する。
前述の実験結果と理論的観点より次のシナリオが想定された：「十分に小さいPE

分子は微生物によって直接吸収され，それ以上のものは直接吸収消化されるよう
になるまで β-酸化によって少しずつ小さくなっていく。」このシナリオに基づき次
のPE生分解モデルが提案された。

dx

dt
= −α (M)x + β (M)

M

M + L
y (1)

ただし，tは時間，Mは分子量，LはPE分子が１回のβ-酸化で失う分子量を表す。
１回の β-酸化で炭素原子２つ分のユニット (CH2CH2)がPE分子から解離するの
で，L = 28となる。またx = w (t,M), y = w (t,M + L)とする。ただし，w (t,M)

は，時刻 tで分子量M を持つ分子の総重量を表す。したがって y = w (t,M + L)

は時刻 tで分子量M + Lを持つ分子の総重量である。
式 (1)は PEGの生分解にも適用され得る。PEの場合同様，時刻 tで分子量M

を持つPEG分子の総重量をw (t,M)で表す。PEG分子の分子量は十分に大きく，
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直接の消化吸収が作用しないとすると，x = w (t,M), y = w (t,M + L)は式

dx

dt
= −β (M) x+ β (M)

M

M + L
y (2)

の解となる。PEGの場合，まず分子末端が酸化され，次にエーテル結合が切断さ
れる。PE分子の β-酸化に相当するこのプロセスには酸化が終始関わっていること
から，これを酸化と呼び，また β (M)を酸化率と呼ぶ。PEGの場合１回の酸化で
炭素原子２つ分のユニット (CH2CH

−
2 O) がPEG分子から解離するので，L = 44

となる。
初期の重量分布がが与えられ，関数 f (M)で表されるとき，方程式 (1)あるいは
方程式 (2)と初期条件

w (0,M) = f (M) (3)

からなる初期値問題が構成される。初期条件 (3)の他に，分解後のある時刻 T の
重量分布が与えられ，関数 g (M)で表されるとき，方程式 (1)と初期条件 (3) ある
いは方程式 (2)と初期条件 (3)からなる初期値問題の解が，条件

w (T,M) = g (M) (4)

も満たすような分解率α (M)あるいは β (M)を求めるための逆問題が提起される。
前述の初期値問題と逆問題がPE生分解に適用され，実験データを導入した解析
およびシミュレーションが行われた [1, 3, 4, 5, 6]。PEG生分解にも同様に，これ
ら初期値問題と逆問題が適用され，実験データを導入した解析およびシミュレー
ションが行われた [7, 8, 10]。またPEG生分解の解析では分解率の時間依存性も考
慮された [10]。

3 Endogenous解重合モデルとその適用について
Endogenous解重合モデルを導くため，tを時間，M を分子量，w (t,M)を時刻

tでの分子量M をもつ分子の総重量とする。C (a, b)を分子量 A以上 B以下の分
子の集合とする。また p (t,K,M)をw (t,M)からw (t,K) への単位時間あたりの
移動量とする。このとき時刻 tでC (A,B)に属する分子の総重量は

∫ B

A
w (t,M) dM

またC (A,B)からC (D,E)への単位時間当たりの移動量は∫ ∫
R
p (t,K,M) dM dK

で表される。ただし

R = {(K,M) |K ≤M, D ≤ K ≤ E, A ≤ M ≤ B}
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とする。このとき時刻 tでC (A,B)における単位時間当たりの減少量は

−
∫ B

A

∫ M

0
p (t,K,M) dK dM (5)

であり，また単位時間当たりの増加量は∫ B

A

∫ ∞

M
p (t,M,K) dK dM (6)

である。一方C (A,B)における総重量変化率は

dy

dt
=

d

dt

∫ B

A
w (t,M) dM =

∫ B

A

∂w

∂t
(t,M) dM

であり，これが減少量 (5)と増加量 (6)の和に等しいことから
∫ B

A

∂w

∂t
(t,M) dM = −

∫ B

A

∫ M

0
p (t,K,M) dK dM +

∫ B

A

∫ ∞

M
p (t,M,K) dK dM

となる。この式より
∫ B

A

{
∂w

∂t
(t,M) +

∫ M

0
p (t,K,M) dK −

∫ ∞

M
p (t,M,K) dK

}
dM = 0

となる。この式が任意の区間 [a, b]に対して成り立つので，

∂w

∂t
(t,M) +

∫ M

0
p (t,K,M) dK −

∫ ∞

M
p (t,M,K) dK = 0

となり，更に

∂w

∂t
(t,M) = −

∫ M

0
p (t,K,M) dK +

∫ ∞

M
p (t,M,K) dK = 0 (7)

となる [2, 3, 9, 11, 12, 13]。
ここで γ (t,M)を分解率，q (K,M)をw (t,M)からw (t,K)への移動率とする。
このとき q (K,M)は，分子量M を持つ分子からなる単位重量の集合が分解され
たとき生じる分子量K分子の総重量を表す。また γ (t,M)w (t,M)は単位時間当
たりにw (t,M)が失う量なので

p (t,K,M) = γ (t,M) q (K,M)w (t,M) (8)

となる。一方C (A,B)における単位時間当たりの減少量に対しては
∫ B

A
γ (t,M)w (t,M) dM =

∫ B

A

∫ M

0
p (t,K,M) dK dM

=
∫ B

A

∫ M

0
γ (t,M) q (K,M)w (t,M) dK dM

=
∫ B

A

(∫ M

0
q (K,M) dK

)
γ (t,M)w (t,M) dM
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より， ∫ B

A

(
1 −

∫ M

0
q (K,M) dK

)
γ (t,M)w (t,M) dM = 0

となる。この式が任意の区間 [A,B]に対して成り立つので

∫ M

0
q (K,M) dK = 1 (9)

となる。式 (8)を式 (7)に代入することによって，

∂w

∂t
(t,M) = −

∫ M

0
γ (t,M) q (K,M)w (t,M) dK

+
∫ ∞

M
γ (t,K) q (M,K)w (t,K) dK

= −
(∫ M

0
q (K,M) dK

)
γ (t,M)w (t,M)

+
∫ ∞

M
γ (t,K) q (M,K)w (t,K) dK

となり，式 (9)により次の式が導かれる [13]。

∂w

∂t
= −γ (t,M)w +

∫ ∞

M
γ (t,K) q (M,K)w (t,K) dK (10)

PVA酵素分解に対して提案されたモデル [2, 3, 9, 11]は，Endogenous解重合モデ
ル (10)の特別なケースである。
初期の重量分布が関数 f (M)で与えられている場合，式 (10)は初期条件

w (0,M) = f (M) (11)

とともに初期値問題を構成する。一方，初期条件に加え，ある一定時間 T 経過後
の重量分布が関数 g (M)で与えられている場合，初期値問題 (10), (11)の解が条件

w (T,M) = g (M) (12)

も満たすための分解率 γ (t,M)を解とする逆問題が提起される。
温度や酵素量あるいは微生物の個体数のようなポリマー解重合に関与する要因
は，分子の大きさには依存せず，ポリマー分布域全体に一様に作用すると考えら
れる。その場合，分解率 γ (t,M)は時間の関数 σ (t)と分子量の関数 λ (M)の積と
して，

γ (t,M) = σ (t) λ (M) (13)

で表される。このとき

τ =
∫ t

0
σ (s) ds, W (τ,M) = w (t,M)
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とおくと，式 (10)は

∂W

∂τ
= −λ (M)W +

∫ ∞

M
λ (K) q (M,K)W (τ,K) dK (14)

となる [12, 13]。
初期値問題 (10), (11)に対し，式 (14)も初期条件

W (0,M) = f (M) (15)

とともに初期値問題を構成する。一方初期条件 (11)に加え，条件 (12)も与えられ
たとき，初期値問題 (14), (15)の解が条件

W (T ,M) = g (M) (16)

も満たすための分解率 λ (M)を解とする逆問題が提起される。ただし

T =
∫ T

0
σ (s) ds

とする。
移動率 q (K,M)は関数 c (K)と d (M)の積として

q (K,M) = c (K) d (M)

で表されるとすると，式 (14)は

∂W

∂τ
= −λ (M)W + c (M)

∫ ∞

M
λ (K) d (K)W (τ,K) dK (17)

となる。また，式 (9)は

d (M)
∫ M

0
c (K) dK = 1

となる。特に

c (K) = 2K, d (M) =
1

M 2

とすると，式 (17)は分子量位M を持つ分子が分解されたとき生じる分子の数が区
間 [0,M ]に一様に分布するとの仮定のもとで導かれた式

∂W

∂τ
= −λ (M)W +

∫ ∞

M

2M

K2
λ (K)W (τ,K) dK (18)

に帰着する [2, 3, 9, 11]。また，

c (K) = 1, d (M) =
1

M
(19)
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とすると，式 (17)は分子量位M を持つ分子が分解されたとき生じる分子の重量が
区間 [0,M ]に一様に分布するとの仮定のもとで導かれたものに帰着する [12, 13]。
更に，

c (K) =
3

2
K1/2, d (M) =

1

M 3/2
(20)

とした解析も行われた [13]。
式 (17)の両辺をM について微分すると

∂2W

∂τ∂M
= − ∂

∂M
[λ (M)W ] + c′ (M)

∫ ∞

M
λ (K) d (K)W (τ,K) dK

− c (M)λ (M) d (M)W

= − ∂

∂M
[λ (M)W ] +

c′ (M)

c (M)

[
∂W

∂τ
+ λ (M)W

]

− c (M)λ (M) d (M)W

となり，偏微分方程式

∂

∂M

[
∂W

∂τ
+ λ (M)W

]
=
c′ (M)

c (M)

[
∂W

∂τ
+ λ (M)W

]
− c (M)λ (M) d (M)W (21)

が導かれる。
式 (17)が偏微分方程式 (21)に変換されることにより，初期値問題 (18)，(15)の
解が条件 (16)を満たすような分解率 λ(M)を解とする逆問題を数値的に解く方法
[9]が，初期値問題 (17)，(15)の解が条件 (16)を満たすような分解率 λ(M)を解と
する逆問題にも適用可能となった。その結果 c (K)と d (M)が式 (19)で与えられた
場合 [12]と式 (20)で与えられた場合 [13] の分解率 λ(M)が求められた。また σ (t)

は指数関数であるとの仮定のもと，実験結果からパラメータが求められ，γ (t,M)

が式 (13)で与えられる場合，初期値問題 (10), (11)を数値的に解くことによるシ
ミュレーションの結果も示された [12, 13]。シミュレーションの結果と実験結果の
比較から，endogegous解重合モデルは分解率が時間に依存するプロセスにも適用
が可能であることが示された [14]。
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直線3体問題の記号化とSchubart軌道

柴山允瑠 (京都大学)

1 はじめに
Rd(d = 1, 2, 3)上の 3個の質点のNewton的な引力の相互作用による運動を調べる

3体問題

d2qi
dt2

= −
∑
j ̸=i

mj(qi − qj)

|qi − qj|3
(qi ∈ Rd, i = 1, 2, 3) (1)

について考える. ここで, mi = 0は質点の質量 (miは質点の質量を表すと同時に, 文
章の中では質点自体を表す場合にも用いる) , qi ∈ Rdは質点の位置である.

3体問題は長い歴史をもつ有名な問題である. Newtonが 2体問題を解き, Laplace

から3体問題の本格的な研究が始まった. それから, 20世紀初頭まで3体問題の研究は
微分方程式の研究の中でかなり大きな部分を占めていた. その後, BrunsやPoincaré

が 3体問題がある意味では解けないこと (知られてる第一積分以外の第一積分が存
在しないこと, つまり新たな第一積分を見つけることによって解くことは不可能で
あること) を証明し, また相対性理論などの新たな理論が現れたこともあって 3体問
題は数学の王道ではなくなってしまった. しかし, その後も 3体問題の研究の中でホ
モクリニック軌道が発見されたり, KAM理論の確立の原動力となったり (太陽系の
安定性の証明のため), 数学 (とくに力学系)に大きな影響を与え続けている. 近年も
(3体問題ではないが)5体問題に非衝突特異性 (衝突をしないにもかかわらず, 有限時
間にしか存在しないという性質)をもつ解の存在が証明されたり ([11]), 3体問題に 8

の字解 (図 1)という周期解の存在が証明されたり ([1])と様々な注目すべき結果が出
されており, n体問題の研究は今後も数学に大きな影響を与えることが期待される.

最近私は, 3体問題をより易しい部分力学系から解明していこうという方向性で研
究している. 部分力学系の例として直線 3体問題 (d = 1)があるが, 3体問題は直線
に制限してもなお難しい. 谷川氏や斉藤氏による数値実験結果 ([5, 6])を見ていただ
けると直線 3体問題の複雑さを認識してもらえると思う. 今回は直線 3体問題につ
いて数学的に研究した中で導かれたいくつかの結果についてのべる.

2 直線3体問題の記号化
直線 3体問題の軌道は必ず衝突し, 衝突で終えるとするととその振る舞いは単純な

ものとなってしまう. また, 直線 3体問題は平面 (あるいは空間)3体問題の部分力学

1
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図 1: 8の字解

等質量の平面 3体問題においてこのような 8の字の形をした曲線上を互いに追
跡するように振る舞う周期軌道の存在が証明された.

系であり, 今後直線 3体問題における結果を拡張する為には衝突の後も接続されると
して定式化することが必要である. 2体衝突した場合は同じエネルギーを持ってはね
返り, 解はその後も接続されるものとみなす. この正則化は Levi-Civitaや Sundman

らによって数学的に保証されている (つまり, 適当な変数変換によって 2体衝突特異
点は解消され, 微分方程式は特異点であった部分にまで拡張され, 解は滑らかに接続
される).

質点は常に x軸の負の方からm1,m2,m3の順で並んでいるとする (2体衝突して
も順は保たれる). m1とm2が衝突したとき 1, m2とm3が衝突したとき 3, 3体衝突
したとき 2と記号を付ける. 記号列 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

l

などは 1lと書く. 質量のなす空間の中

で allowableという性質を満たす質量全体をM ⊂ (R>0)
3 とおく. Mは空ではない.

allowableに関しては次節で説明する. 各m = (m1,m2,m3) ∈ Mに対し, 3体近衝突
する軌道の振る舞いを特徴づける自然数 lm = 2が存在する. この lmに対して長さ
lmまたは lm − 1の 1と 3の交互列が 4通りとれるが, その集合をAltlmとおく:

Altlm = {1313 . . . 13︸ ︷︷ ︸
lm−1 or lm

, 1313 . . . 31︸ ︷︷ ︸
lm−1 or lm

, 3131 . . . 13︸ ︷︷ ︸
lm−1 or lm

, 3131 . . . 31︸ ︷︷ ︸
lm−1 or lm

}

数列 2 5 an 5 ∞, bn = 1, 2, 3(n ∈ Z)に対して次のような記号列を考える:

. . . ck−1(bk)
akck(bk+1)

ak+1ck+1 . . . (2)

ここで, ck ∈ Altlmで ckの最初の記号が bkでなく最後の記号が bk+1でないものとし
て定める. an = ∞や bn = 2とした場合はその後 (またはその前)の記号列はないと
する.

定理 1. (2)の形をした任意の記号列に対して, それに対応する直線 3体問題の軌道
が存在する.

すなわち, m2はmbk
と連続してちょうど ak回の衝突をする. その後m2はm1,m3

と交互に lmまたは lm − 1回衝突した後mbk+1
と ak+1回の衝突をする. この同様の

振る舞いを過去にも未来にもおいて繰り返す.

この結果を応用することで, 新たな振動解や周期解の存在が言える. 振動解は
Chazyが 3体問題の軌道の分類問題を研究した中で定義され, 非有界な軌道で複雑
な振る舞いをする軌道として知られている:
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定義 1. 3体問題 (1)の解 qは

lim supt→∞ max
i<j

∥qi − qj∥ = ∞

lim inft→∞ max
i<j

∥qi − qj∥ <∞

を満たすとき, 振動解という.

系 1. 定理 1において特に an ̸= ∞(∀n ∈ N)で {an}n∈Nが非有界となるようにとる
と, 対応する解は未来において振動的な解となる. 同様に過去において振動的な解
や, 未来にも過去にも振動的な解が得られる.

この系を示す為には anが非有界でも軌道が有界になるような解が存在しないこ
とを示さなければならないが, それはエネルギー保存性を用いることで容易に導か
れる.

定理 2. 定理1において,あるL = 1に対してak = ak+L = a−k, bk = bk+L = b−k(∀k ∈
Z)が成り立つようにとると, その記号列を実現する周期解が存在する.

注意 1. [10]では定理 1のような記号による完全な特徴付けはしてないが, 数列を片
側無限列にしたようなものを証明しており, 定理 1はそれを両側無限列に関しても
成り立つように拡張したものである. 実は [10]の証明には欠陥があり, 今回の証明は
その改良にもなっている. また, [10]の議論からは定理 2のような周期軌道の存在は
分からない.

次の節でこれらの証明を行う.

3 定理1,2の証明

3.1 McGeheeによる結果

McGehee([3])は 3体衝突を Blow-upする手法を開発し, それによって 3体近衝突
をする軌道の振る舞いも分かってきた. McGeheeの方法は次のような段階を踏む.

1. r :=
∑

i=1,2,3mi|qi|2 → 0を blow-upする.

2. 時間を変換し, 衝突に至るまでの時間を無限にする.

3. 2体衝突を blow-upする.

すると 3体衝突特異点 r = 0は衝突多様体とよばれる2次元多様体M(∼= S2−{4pts})
になる. 衝突多様体M 上に 2つの平衡点 C,Dがある. Dは 3体衝突から始まる状
況に対応する平衡点であり, C は 3体衝突で終わる平衡点である. 衝突多様体には
Dから二つの腕に分かれる. C,Dは双曲的な平衡点であり, 衝突多様体におけるそ
の安定多様体と不安定多様体は共に 1次元である. 衝突多様体上の flowは gradient-

like(v′ = 0)であり, C の不安定多様体の 2つの分岐 β+, β− はDに収束するかどち

18



らかの腕を上っていく. 衝突多様体上の flowは質量m = (m1,m2,m3)によるが不安
定多様体の一方が 2体衝突を交互に lm回経た後腕を上り, もう一方も 2体衝突を交
互に lm回経た後もう一方の腕を上るような質量を allowableとよぶ (図 2). それを満
たす質量全体をMとする. Mは空ではないことが数学的に示されており, 数値計
算によると質量全体の多くの部分を占めていることが分かる. McGeheeによって次

C

D

v

β+β−

図 2: 衝突多様体 ( lm = 2)

のことが分かっている.

命題 1. (q̄, p̄)を 3体衝突を起こす初期値とする. γ(α)(−ε < α < ε) を γ(0) = (q̄, p̄)

となる曲線とし, α > 0のときには, γ(α)を初期値とする軌道はm2とm1が衝突す
る前にm3とm2が衝突する軌道となり, α < 0のときには, γ(α)を初期値とする軌
道はm2とm1が衝突する後にm3とm2が衝突する軌道であるとする. このとき,

α > 0のとき対応する軌道はm2がm1,m3と交互に l回衝突した後, m1(あるいは
m3)が大きな速度をもって離れていく. とくに, その速度は α → +0のとき無限大
に発散する. また, α < 0のとき対応する軌道はm2がm1,m3と交互に l回衝突した
後, m3(あるいはm1)が大きな速度をもって離れていき, その速度はα→ −0のとき
無限大に発散する.

厳密には C > 0を固定したとき r2 =
∑
miq

2
i = C となったときの速度 |q̇1|(また

は |q̇3|)が s→ +0のとき∞に発散する.

つまり α > 0が十分小さければ, 記号列 c1∞(あるいは c3∞) (c ∈ Altlm) に対応す
る軌道が得られ, α < 0が十分 0に近ければ記号列 c3∞(あるいは c1∞) (c ∈ Altlm)

に対応する軌道が得られる.

3.2 2体衝突の正則化

m1とm2, m2とm3の 2体衝突は正則化可能であり, 2体衝突の後も軌道は接続さ
れるものとみなすが, ここではm1とm2の 2体衝突だけを正則化した座標をとり軌
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道の振る舞いを調べる.

方程式 (1)はハミルトニアン

H(q,p) =
3∑

i=1

p2
i

2mi

−
∑
i<j

mimj

|qi − qj|
(3)

に関するハミルトン方程式

dqi
dt

=
∂H

∂pi

,
dpi

dt
= −∂H

∂qi

として表すことができる.

質点は常に q1 5 q2 5 q3の順になっているとする. ハミルトニアンは絶対値を除
くことができて

H(q,p) =
3∑

i=1

p2
i

2mi

− m1m2

q2 − q1
− m1m3

q3 − q1
− m2m3

q2 − q3

となる. このハミルトニアンに次の Jacobi変換と呼ばれる正凖変換を行う:

u1 =
1

µ3

(m1q1 +m2q2 +m3q3)

u2 = q2 − q1

u3 = q3 −
1

µ2

(m1q1 +m2q2)

v1 = p1 + p2 + p3

v2 =
1

µ2

(m1p2 −m2p1)

v3 =
1

µ3

{µ2p3 −m3(p1 + p2)}

ここで, µk =
∑k

i=1miである. Mk = mkµk−1

µk
, α0 = m2

m1+m2
, α1 = m1

m1+m2
とおき, ハミ

ルトニアン (3) を Jacobi変換すると,

H(u,v) =
v2

1

2µ3

+
v2

2

2M2

+
v2

3

2M3

− m1m2

u2

− m1m3

u3 + α0u2

− m2m3

u3 − α1u2

u1が現れないので (循環座標), u2, u3, v2, v3に関する方程式と考えてよい. 一般性を
失わないので v1 = 0とする.

注意 2. 直線 3体問題では Jacobi変換のありがたみはあまり感じられないかもしれ
ないが, Jacobi変換は平面や空間の場合でもそのまま適用できて, 角運動量の形や慣
性モーメントの形を変えないまま (

∑
qi × pi =

∑
ui × vi,

∑
mi|qi|2 =

∑
Mi|ui|2) 重

心と全運動量の成分を除くことができる便利な座標である. Jacobi座標は 4体以上
にも適用できる. 今回は 2体衝突 (u2 = q1 − q2 → 0)を正則化しやすいように, この
座標を用いた.
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ここで, u2 = q2 − q1であるから, u2 = 0はm1とm2の 2体衝突を表す. この 2体
衝突を正則化しよう. 母関数 S = v2U

2
2 + v3U3によって生成される正凖変換をする:

U2 =
√
u2

U3 = u3

V2 = 2
√
u2v2

V3 = v3

するとハミルトン方程式は,

H(U2, U3, V2, V3) =
V 2

2

8M2U2
2

+
V 2

3

2M3

− m1m2

U2
2

− m1m3

U3 + α0U2
2

− m2m3

U3 − α1U2
2

となる. ここで, 方程式を書いてみると

U̇2 =
V2

4M2U2
2

U̇3 =
V3

M3

V̇2 =
V 2

2

4M2U3
2

− 2m1m2

U3
2

− 2m1m3α0U2

(U3 + α0U2
2 )2

+
2m2m3α1U2

(U3 − α1U2
2 )2

V̇3 = − m1m3

(U3 + α0U2
2 )2

− m2m3

(U3 − α1U2
2 )2

となる. この第 3式をH = E(定数)を使って書き換えると,

V̇2 =
2

U2

(
E − V 2

3

2M3

+
m1m3

U3 + α0U2
2

+
m2m3

U3 − α1U2
2

)
− 2m1m3α0U2

(U3 + α0U2
2 )2

+
2m2m3α1U2

(U3 − α1U2
2 )2

さらに時間を dt = U2
2dτ によって変換すると ( d

dτ
= ′とかく),

U ′
2 =

V2

4M2

U ′
3 =

V3U
2
2

M3

V ′
2 = 2U2

(
E − V 2

3

2M3

+
m1m3

U3 + α0U2
2

+
m2m3

U3 − α1U2
2

)
− 2m1m3α0U

3
2

(U3 + α0U2
2 )2

+
2m2m3α1U

3
2

(U3 − α1U2
2 )2

V ′
3 = − m1m3U

3
2

(U3 + α0U2
2 )2

− m2m3U
3
2

(U3 − α1U2
2 )2

となり 2体衝突特異点が正則化された. ここで, もとの方程式の軌道との対応を考え
るときは (U2, U3, V2, V3)と (−U2, U3,−V2, V3)を同一視しなければならない.

注意 3. この新たな方程式もハミルトン方程式で (一応)かける. そのハミルトニア
ンは,

Γ(U2, U3, V2, V3) =
V 2

2

8M2

+
V 2

3 U
2
2

2M3

−m1m2 −
m1m3U

2
2

U3 + α0U2
2

− m2m3U
2
2

U3 − α1U2
2

− EU2
2

である. ただし, H = Eでなくてはならないので, 軌道は Γ = 0のものでなくてはな
らない.
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3.3 Poincaré面

横断面 V3 = 0(すなわち, p3 = 0)を考える. H = E < 0と固定し, (U3, V2)をこの
横断面の座標としたい. V3 = 0, H = Eより

V 2
2

8M2

−m1m2 −
m1m3U

2
2

U3 + α0U2
2

− m2m3U
2
2

U3 − α1U2
2

− EU2
2 = 0 (4)

V 2
2

8M2
−m1m2 5 0で (4)を満たすU2が存在する (U3, V2)全体のなす領域Σ3を考え

る. その領域の境界上では対応するU2はただ 1つであるが, それ以外は 2つあり, そ
の小さい方で U2を決定する.

以上の議論をm1とm3を入れ替えて展開し, 横断面Σ1が同様に定義される.

N : Σ3 → Z≥0を (U3, V2) ∈ Σ3を初期値とする軌道において q3が最初に q2と衝突
するまでに q1と q2が衝突する回数とする. M : Σ3 → Z≥0を (U3, V2) ∈ Σ3を初期値
とする軌道においてその過去における振る舞い q(−t)を考えたとき, q3が最初に q2
と衝突するまでに q1と q2が衝突する回数とする.

N が次の性質を持つことは明らかである.

命題 2. (i) V2を固定すると, U3 → ∞のときN(U3, V2) → ∞ .

(ii) V2 ̸= ±2
√

2M2m1m2ならN の不連続点 (U3, V2)に対応する軌道は 3体衝突す
る. また, N(U3,±2

√
2M2m1m2)の不連続点 (U3,±2

√
2M2m1m2)に対応する

軌道は 3体衝突する.

(iii) M(U3, V2) = N(U3,−V2)

(iii)は 3体問題が Time reversible(q(t)が解なら q(−t)も解)であることからわか
る. このことから Σ3はN とM の不連続点によってタイル状に分割される. N と
M の不連続点によって区切られたタイルは連星の連続して起こる回数で特徴付け
られる. N + M = kによって定まるタイル (すなわち, 連星が連続して k回衝突
する領域) を Ak3とおく. Σ1も同様にタイル分割し, 各タイルを Ak1とする (図 3).

Σ =
⋃

k=2,j=1,3Akj を Poincaré面とする.

3.4 Poincaré 写像

Poincaré 写像Φ : Σ → Σを再びΣを通ったときの点として定める.

β : [0, 1] → Ak3をAk3の対辺 (Nの不連続点)を結ぶ曲線とし, N(β0) = k,N(β1) =

k + 1とする. 0 < s < ϵのとき βsを初期値とする解はm1とm2が衝突した直後に
m2とm3が衝突する. したかって, McGeheeの結果よりその後m2がm1, m3と交互
に l回衝突した後m1(あるいはm3)が高速で飛び出し, sが十分小さければ双曲運動
となる. すなわち記号列としては 1k 313 . . . 13︸ ︷︷ ︸

l−1

1∞ (または 1k 313 . . . 1︸ ︷︷ ︸
l−1

3∞)となる. 一

方, 1− ϵ < s < 1の場合, 解はm1とm2が衝突した直前にm2とm3が衝突し, m2が
m1, m3と交互に l − 1回衝突した後m3(あるいはm1)が高速で飛び出す. 記号列は
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N=
1

N=
2

N=
3

M=1

M=2

M=3

V1

U2

binary collisions

free fall

binary collisions

A11

A11

A21

A31

A31

A41

A51

A51

A61

A71

A71

ρ−

ρ+

図 3: タイリング

1k 313 . . . 1︸ ︷︷ ︸
l

3∞ (または 1k 313 . . . 13︸ ︷︷ ︸
l

1∞)となる. 従って, βsは sが 0から 1まで変化

する間に, 対応する軌道はm1が無限に発散する双曲運動からm3が無限に発散する
双曲運動へと変化する. その間の変化を考えよう. 簡単のため lが偶数の場合に限っ
て議論する. 奇数の場合も同様にできる. 最初の k+ l+ 1個の記号は 0 < s < εでは
1k 3131 . . . 31︸ ︷︷ ︸

l

1で, 1− ε < s < 1では 1k 3131 . . . 31︸ ︷︷ ︸
l

3である. 初めて最初の k + l+ 1

個の記号が変化する sを s0とするとその記号列は 2(つまり 3体衝突)を含む. すな
わち, 1k 3131 . . .︸ ︷︷ ︸

m

2 (l 5 m). すると s0 − ε < s < s0に対応する軌道は 1k 3131...13︸ ︷︷ ︸
l+m

1∞

または 1k 3131...31︸ ︷︷ ︸
l+m

3∞に対応する軌道となる. 0 < s < s0 に対して τ(s)を βsを初期

値とする軌道が交互衝突を始めて l− 1回目の 2体衝突する時間とする. τ(s)は連続
であり, q̇3 → ∞(s → 0)で s0に近いときm1とm2がもう一度衝突する前にm2 と
m3が衝突する程度の速度である. s0から sを減少させていくと対応する軌道は再び
m2とm3の衝突を起こすので, その途中で必ず q̇3 = 0となり, Σと交わる. 先ほどの
考察から sを小さくしていくと交わる点は U3 → ∞となる.

連続性より βsの像はAk1(3) (k = 2)をすべて通過する. すると, Poincaré写像の像
はΣ上の曲線 γを成す.

また, γは過去において βであったものであるから, 直前に 3体衝突をしていては
ならない. 従って, M の V2 = ±2

√
2M2m1m2以外の不連続点を通ってはならない.

このことから, N の不連続点を可算個通過していくことが分かる.

3.5 定理1の証明

AkjのPoincaré写像の像は全てのタイルを横断的に横切る. その考察から, 任意の
記号列に対する軌道の存在が言える. すなわち,

⋂
n∈Z Φ−n(Aanbn)は空でなく, その

23



点が求める軌道の初期値である.

V1

U2

binary collisions

free fall

binary collisions

A11

A11

A21

A31

A31

A41 A51

A51

A61

A71

A71

P(Akl)

P-1(Akl)

図 4: Poincaré写像による像

3.6 周期解の存在 (定理2の証明)

laLbL
をLが偶数のときはAaLbL

とU3軸との共通部分, Lが奇数のときはAaLbL
と

2体衝突直線との共通部分とする. ここで,
⋂L

n=0 Φ−n(Aanbn)
⋂

Φ−L(laLbL
)
⋂
la0b0 と

する. これはAa0b0を横切る曲線でU3軸, あるいは 2体衝突直線と交わる. その交点
を初期値とする軌道を考えると, free-fallから始まり, Aanbn を順に通過し, AaLbL

で
free-fallとなる. するとその後その軌道はそれまでの振る舞いを逆にたどり, もとの
初期値に戻る. すなわち, 求める周期解となる.

4 Schubart軌道
以上の結果からは導くことができない軌道が存在している. 例えば Schubart軌道

というものある. Schubart軌道とは 2種類の 2体衝突を交互に繰り返す周期軌道で
ある (図 4). Schubart軌道は記号列で表すと (13)∞であるが, この記号列は (2)の形
をしていないので定理 1は適用できない.

Schubartは 1950年代にこの軌道を数値的に見つけ ([7]), 近年Moeckelがm1 = m3

の場合にその存在を数学的に示した ([4]). 変分法を用いることにより, その結果を
任意の質量にまで拡張できた:

定理 3 ([9]). 任意の質量に対して, Schubart軌道が存在する.
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図 5: Schubart軌道

5 定理3の証明
3体問題 (1)は Lagrangian

L(x, ẋ) =
1

2

n∑
i=1

mi∥xi∥2 +
∑
i<j

mimj

∥xi − xj∥

に関する Euler-Lagrange方程式として表され, 作用積分

A(x) =

∫ T

0

L(x, ẋ)dt

に関する変分問題として定式化できる.

命題 3. 適当に座標 (x, y) ∈ R2をとることによって

L =
1

2
(ẋ2 + ẏ2) +

M1

|y|
+

M2

|cx− y|
+ f(x, y) (5)

と表すことができる1. ここで, c > 0は定数, f(x, y)は−1次の同次式で {(x, y) ∈
R2 | 0 < y < cx} 上で定義される連続関数である.

A の定義域は Sobolev空間とする:

H1 =
{
(x, y) : [0, T ] → R2

∣∣ 0 5 y 5 cx, x ∈ L2, ẋ ∈ L2
}
.

B1とB2を次のようにして定義される衝突配置の集合とする:

B1 =
{
(x, 0) ∈ R3 | x > 0

}
B2 =

{
(x, cx) ∈ R3 | x > 0

}
t = 0でB1, t = 1でB2に属するような曲線全体をΩと書く:

Ω =
{
γ ∈ H1 | x(0) ∈ B1, x(1) ∈ B2

}
このときA|Ωは coercive(∥xn∥H1 → ∞, xn ∈ ΩならばA(xn) → ∞) であることが分
かり, A|Ωのminimizer x∗の存在がいえる. これが, 求めていた周期軌道である事を
示す.
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B1

B2

図 6: 衝突

x∗ は t ∈ (0, 1)では特異点を持たず, t = 0, 1のときは x > 0である事を示す. x∗
がそのような特異点を持つと仮定すると, その軌道を変形して, より小さな作用積分
の値を持つ曲線を構成できる (図 5). 従って, minimizer x∗はそのような特異点を持
ち得ない.

第一変分公式より ẋ∗(0) ⊥ B1と ẋ∗(1) ⊥ B2がわかる (図 5).

B1

B2

x*

図 7: 対称性

このことから, 軌道は対称性

x∗(t) = x∗(−t), x∗(1 + t) = x∗(1 − t)

を持つことが分かる.

従って

x∗(t+ 2) = x∗(1 + (1 + t)) = x∗(1 − (1 + t)) = x∗(−t) = x∗(t).

であるから, x∗ は周期軌道である.

1重心は 0に固定しているので自由度 2である
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非線形固有値問題の解の漸近挙動

柴田　徹太郎

広島大学・大学院工学研究科

1 Introduction

よく知られた非線形固有値問題を考える.

−u′′(t) + u(t)p = λu(t) t ∈ I = (0, 1), (1.1)

u(t) > 0, t ∈ I, (1.2)

u(0) = u(1) = 0. (1.3)

p > 1は定数、λ > 0は正のパラメータである. [1]により、次の事実はよく知られてい

る。任意に与えた α > 0に対し、(1.1)–(1.3)の解 (λ, u) = (λq(α), uα) ∈ R+ ×C2(Ī)

で ‖uα‖q = αを満たすものがただひとつ存在する。‖ · ‖qは Lq-normである. 集合

{(λq(α), uα);α > 0} は (1.1)–(1.3)のすべての解を与え、(π2, 0)からスタートする

R+ ×C2(Ī)の空間におけるC1級の曲線を与える。一般に、曲線 λq(α) (α > 0)は、

(1.1)–(1.3)の Lqの枠組みでの正値解の分岐曲線と呼ばれている. (1.1)–(1.3)の解の

構造をよりよく理解することは非常に重要な課題である。そのためには、α→ ∞の
ときの λq(α)の漸近展開公式をあたえることが目標となる。結果として、解のLqノ

ルムの漸近挙動や境界層の傾きなど、解の漸近的性質を詳しく知ることができる。

(1.1)–(1.3)は分岐問題や非線形固有値問題の観点から、L∞やL2の枠組みで多く

の研究者たちにより精力的に研究がなされてきた。（文献 [1–8]参照）もうひとつの

重要なバックグラウンドは、p = 2のときは生物の個体分布のロジスティック方程式

に由来することである。したがって、解のL1ノルムを調べることは非常に重要であ

ることがわかる。

t ∈ Iに対し, α→ ∞のとき,次に述べる性質はよく知られている：

uα(t)

λq(α)1/(p−1)
→ 1. (1.4)
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したがって、α → ∞のとき,次のことがわかる。

λq(α) = αp−1(1 + o(1)). (1.5)

最近の論文 [9]において、非線形項が、一般の f(u)のかたちをしているとき、(1.1)–

(1.3)のLq-分岐曲線が考察された。その結果として次の公式が得られている。

定理 1.1 [9]. (1.1)–(1.3)を考える. 1 ≤ q < ∞を固定する. すると α → ∞のとき
次の公式が成り立つ：

λq(α) = αp−1 + C1α
(p−1)/2 + o(α(p−1)/2). (1.6)

ここで

C1 =
p− 1

q
C(q),

C(q) := 2
∫ 1

0

1 − sq√
1 − s2 − 2(1 − sp+1)/(p+ 1)

ds.

ここでの問題点は、[9]では一般の非線形項 f(u)を扱っているので, (1.6)におい

て第３項を求めるのは困難であるということである。そこで f(u) = upの場合に焦

点を絞ることにより、α → ∞のときの λq(α)の精密な漸近公式を与えよう。特に

p = q+1のときは optimalな剰余項評価まで導くことができる。q = 2のときは我々

の結果はすでに [8]で得られている. しかしながら [8]で用いられた手法は、q = 2の

ときにのみ成り立つ解の臨界値と固有値の関係を利用しており、ここでその方法を

応用することはできない。そこで、ここでは [8]の方法とは別の、単純で直接的なア

プローチで公式を証明する。具体的には ‖uλ‖qと ‖uλ‖∞を直接比較する方法を採用
する.

Theorem 1.2. 1 ≤ q < ∞を固定する. さらに, 任意の自然数N を固定する. この

とき α→ ∞で

λq(α) = αp−1 + C1α
(p−1)/2 + a0

+
N∑

k=1

akα
k(1−p)/2 + o(αN(1−p)/2),
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ここで

a0 =
p− 1

2q
C(q)2,

a1 =
(p− 1)(p− 1 − 2q)(p− 1 − 4q)

24q3
C(q)3

であり、{aj}N
j=1はC(q), a0, a1, · · · , aj−1 により帰納的に定まる.

特に p = q + 1のときは剰余項評価を得る。（p = 2, q = 1の場合を含む）

Theorem 1.3. p = q + 1とする. このとき α → ∞で

λ1(α) = αp−1 + C(q)α(p−1)/2 +
1

2
C(q)2 +

∞∑
n=1

(
1/2
n

)C(q)2n+1

22n
α−(p−1)(n−1/2)

+O(αp−1e−
√

(p−1)αp−1(1+o(1))/2).

2 定理の証明

1 ≤ q < ∞を固定し、(λ, uλ) ∈ R+ × C2(Ī)を与えられた λ > π2に対する (1.1)

の解とする。α = ‖uλ‖q とし、簡単のため λ = λq(α)とする.

Proposition 2.1. λ→ ∞のとき

αp−1 = λ

(
1 − C(q)√

λ

)(p−1)/q

+O(λe−
√

(p−1)λ(1+o(1))/2)

ここではProposition 2.1を認めて定理を示そう.

Theorem 1.2の証明. a0と a1の求め方のみを紹介する.

Step 1:　 a0の求め方。次のように定義する：

r(α) := λ− αp−1 − p− 1

q
C(q)α(p−1)/2.

α� 1に対して,

r(α) = o(α(p−1)/2).

テイラー展開により, for λ� 1

√
λ = α(p−1)/2 +

p− 1

2q
C(q) + o(1).
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これと Proposition 2.1とテイラー展開により,

αp−1 = λ

(
1 − p− 1

q

C(q)√
λ

+
(p− 1)(p− 1 − q)

2q2

C(q)2

λ
+ o(λ−1)

)

+O
(
λe−

√
(p−1)λ(1+o(1))/2

)
= λ− p− 1

q
C(q)

√
λ +

(p− 1)(p− 1 − q)

2q2
C(q)2 + o(1)

= αp−1 +
p− 1

q
C(q)α(p−1)/2 + r(α)

− p− 1

q
C(q)

(
α(p−1)/2 +

p− 1

2q
C(q) + o(1)

)

+
(p− 1)(p− 1 − q)

2q2
C(q)2 + o(1).

これにより、α � 1のとき,

r(α) =
p− 1

2q
C(q)2 + o(1).

すなわち

a0 =
(p− 1)C(q)2

2q
.

Step 2: a1の求め方。次のように定義する：

V (α) := λ− αp−1 − p− 1

q
C(q)α(p−1)/2 − p− 1

2q
C(q)2.

Step 1により,α� 1で V (α) = o(1)である。テイラー展開により、λ� 1で

√
λ = α(p−1)/2 +

p− 1

2q
C(q) +

p− 1

4q
C(q)2α−(p−1)/2

− (p− 1)2

8q2
C(q)2α−(p−1)/2 + o(α−(p−1)/2).

これと Proposition 2.1とテイラー展開により,

αp−1 = λ

(
1 − p− 1

q

C(q)√
λ

+
(p− 1)(p− 1 − q)

2q2

C(q)2

λ

−(p− 1)(p− 1 − q)(p− 1 − 2q)

6q3

C(q)3

λ3/2
(1 + o(1))

)

+O
(
λe−

√
(p−1)λ(1+o(1))/2

)
= λ− p− 1

q
C(q)

√
λ+

(p− 1)(p− 1 − q)

2q2
C(q)2
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− (p− 1)(p− 1 − q)(p− 1 − 2q)

6q3

C(q)3

λ1/2
(1 + o(1))

= αp−1 +
p− 1

q
C(q)α(p−1)/2 +

p− 1

2q
C(q)2 + V (α)

− p− 1

q
C(q)

(
α(p−1)/2 +

p− 1

2q
C(q) +

p− 1

4q
C(q)2α−(p−1)/2

− (p− 1)2

8q2
C(q)2α−(p−1)/2 + o(α−(p−1)/2)

)

+
(p− 1)(p− 1 − q)

2q2
C(q)2 − (p− 1)(p− 1 − q)(p− 1 − 2q)

6q3
C(q)3α−(p−1)/2

+ o(α−(p−1)/2).

これにより、α � 1のとき,

V (α) =
(p− 1)(p− 1 − 2q)(p− 1 − 4q)

24q3
C(q)3α−(p−1)/2 + o(α−(p−1)/2).

すなわち

a1 =
(p− 1)(p− 1 − 2q)(p− 1 − 4q)

24q3
C(q)3.

Theorem 1.3の証明. p = q + 1なので, λ� 1に対して

αp−1 = λ− C(q)
√
λ+O

(
λe−

√
(p−1)λ(1+o(1))/2

)
.

すなわち、２次方程式の解の公式により

√
λ =

C(q)

2
+

√
C(q)2 − 4(−αp−1 +O

(
λe−

√
(p−1)λ(1+o(1))/2

)
)

2
.

これにより

λ = αp−1 + C(q)

√
αp−1 +

C(q)2

4
+

1

2
C(q)2 +O

(
αp−1e−

√
(p−1)αp−1(1+o(1))/2

)
= αp−1 + C(q)α(p−1)/2 +

1

2
C(q)2 +

∞∑
n=1

(
1/2
n

)C(q)2n+1

22n
α−(p−1)(n−1/2)

+O
(
αp−1e−

√
(p−1)αp−1(1+o(1))/2

)
.

これにより定理を得る。
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3 Proposition 2.1の証明

λ > π2に対し

uλ(t) = uλ(1 − t), 0 ≤ t ≤ 1, (3.1)

uλ

(
1

2

)
= max

0≤t≤1
uλ(t) = ‖uλ‖∞, (3.2)

u′λ(t) > 0, 0 ≤ t <
1

2
. (3.3)

λ > π2と 0 ≤ s ≤ 1に対し,

Rλ(s) := 1 − s2 − 2

p+ 1

‖uλ‖p−1
∞

λ
(1 − sp+1),

Sλ(s) := 1 − s2 − 2

p+ 1
(1 − sp+1),

Uλ := 2
∫ 1

0

(1 − sq)(Sλ(s) − Rλ(s))√
Rλ(s)

√
Sλ(s)(

√
Rλ(s) +

√
Sλ(s))

ds.

とする。

Lemma 3.1. λ > π2に対し

‖uλ‖q
∞ − ‖uλ‖q

q =
1√
λ
‖uλ‖q

∞(C(q) + Uλ).

証明. (1.1)より 0 ≤ t ≤ 1に対して

d

dt

[
1

2
u′λ(t)

2 − 1

p+ 1
uλ(t)

p+1 +
1

2
λuλ(t)

2

]
= 0.

これより、0 ≤ t ≤ 1に対して

1

2
u′λ(t)

2 − 1

p+ 1
uλ(t)

p+1 +
1

2
λuλ(t)

2 = constant = − 1

p+ 1
‖uλ‖p+1

∞ +
1

2
λ‖uλ‖2

∞.

次のように定義する：

Mλ(θ) := λ(‖uλ‖2
∞ − θ2) − 2

p+ 1
(‖uλ‖p+1

∞ − θp+1),

Qλ(s) := λ‖uλ‖2
∞(1 − s2) − 2

p+ 1
‖uλ‖p+1

∞ (1 − sp+1).
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このとき 0 ≤ t ≤ 1/2に対して,

u′λ(t) =
√
Mλ(uλ(t)). (3.4)

θ = uλ(t)とおき、さらに s = θ/‖uλ‖∞とすると

‖uλ‖q
∞ − ‖uλ‖q

q = 2
∫ 1/2

0
(‖uλ‖q

∞ − uq
λ(t))

u′λ(t)√
Mλ(uλ(t))

dt

= 2
∫ ‖uλ‖∞

0
(‖uλ‖q

∞ − θq)
1√

Mλ(θ)
dθ

= 2
‖uλ‖q

∞√
λ

∫ 1

0

1 − sq√
Qλ(s)/(λ‖uλ‖2

∞)
ds

= 2
‖uλ‖q

∞√
λ

∫ 1

0

1 − sq√
Rλ(s)

ds

=
‖uλ‖q

∞√
λ

⎛⎝2
∫ 1

0

1 − sq√
Sλ(s)

ds+ Uλ

⎞⎠
=

‖uλ‖q
∞√
λ

(C(q) + Uλ) .

Lemma 3.2. λ� 1に対して

|Uλ| ≤ C
√
λe−

√
(p−1)λ(1+o(1))/2. (3.5)

Proposition 2.1の証明. Lemmas 3.1と 3.2により, λ� 1に対して

‖uλ‖p−1
q = ‖uλ‖p−1

∞

(
1 − 1√

λ
(C(q) + Uλ)

)(p−1)/q

= (λ− ξλ)

(
1 − 1√

λ
(C(q) + Uλ)

)(p−1)/q

= λ

(
1 − ξλ

λ

)⎡⎣(1 − 1√
λ
C(q)

)(p−1)/q

+O

(
Uλ

q
√
λ

)⎤⎦
= λ(1 − e−

√
(p−1)λ(1+o(1))/2)

⎡⎣(1 − 1√
λ
C(q)

)(p−1)/q

+O(e−
√

(p−1)λ(1+o(1))/2)

⎤⎦ .
これによりProposition 2.1を得る.
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平面上の複素ポテンシャルの再構成について

渡辺道之　（東京理科大学・理工学部）
watanabe michiyuki@ma.noda.tus.ac.jp

1 序
物理的現象を特徴づける物理係数は，しばしば偏微分作用素の係数に現れる．様々

な計測ではこれらの物理係数を求める問題，すなわち偏微分方程式の係数同定逆問
題が重要となる．
未知係数を計測データから具体的に構成する手続き（再構成手続き）を与えるこ

とが応用上あるいは実用上重要である．

境界値問題 {
−Δu+ V u = 0, in Ω,

u = f, on ∂Ω,
(1.1)

を考える．ここで，Ω ⊂ R2は滑らかな境界を持つ有界領域とし，V は複素数値関
数で V ∈ Lp(Ω) (p > 2)とする．もし 0が−Δ + V in ΩのDirichlet固有値でないな
らば，境界値問題(1.1)は f ∈ C1,α(∂Ω)に対し唯一つの解 u ∈ C1,α(Ω)を持つ（ただ
し，α = 1 − 2/pとおいた）．そこで，Dirichlet-Neumann写像（DN写像）を次の
ように定義する：

ΛV : C1,α(∂Ω) → Cα(∂Ω)

f �→ ∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

ここで，νは ∂Ωの外向き単位法線ベクトルであり，CαとCm,α（0 < α < 1, m ∈ N）
は通常のHölder空間である．ここでは，以下の問題について考える．

境界値逆問題：ΛV から V (x)を再構成せよ．

シュレーディンガー方程式に対する散乱の逆問題や，導電場の方程式∇ · γ∇u = 0

に対する境界値逆問題も，（V に制限はつくが）(1.1)の境界値逆問題に帰着できるこ
とが知られている．

(1.1)の多次元境界値逆問題に関しては多くの結果があり，DN写像から V (x)を
一意的に再構成できることが知られている（例えば，[3]，[5]及びそれらの参考文
献を参照してほしい）．V が複素数値関数の場合も，実数値関数の場合とほぼ同様
の結果が得られることもわかる．一方，2次元の場合は導電場の方程式から得られ
る，特殊な形のポテンシャル V については再構成手続きが与えられている（例えば，
Nachman [10]）．しかし，一般のポテンシャルに関しては未解決である．V に適当
な意味で小ささを仮定すれば，Nachman [10]の方法に従って再構成手続きを与えら
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れることが期待できる．しかし，V が複素数値関数の場合はNachmanの手法は直接
適用できないように思える．なお，複素数値関数 V ∈ Lp(Ω)の一意性（ΛV1 = ΛV2

ならば V1 = V2）についてはKang [6]によって得られているが，再構成手続きは含
まれていない．
この報告集では，適当な意味での小ささの仮定の下で，複素数値関数 V をDN写

像から求める再構成手続きについて紹介する．

定理 1.1. V (x)は複素数値関数で V ∈W 1,p(Ω)（p > 2）とする．また ‖V ‖W 1,pは十
分小さいとする．このとき，ΛV から V (x)を一意的に再構成できる．

2次元境界値逆問題の結果は多くあるが，ここではその一部を紹介する．先にも
述べたが，2次元の導電場の方程式∇ · γ∇u = 0 に関しては，係数 γ = γ(x)の小さ
さの制限なしに，対応するDN写像から γを一意的に再構成できることが知られて
いる．γ ∈ W 2,p(Ω), p > 1の場合に Nachman [10]が一意性と再構成手続きを与え
た．Brown-Uhlmann [1]は方程式を１階の連立系に書き直す方法で，γ ∈ W 1,p(Ω),

p > 2 に対して一意性を証明した．１階の連立系を利用した Brown-Uhlmannの方
法を基に，γ ∈ W 1+ε,p(Ω), p > 2, 0 < ε < 1 に対して再構成手続きを与えたのが
Knudsen-Tamasan [9]である．また，Francini [2] は γが複素数値でその虚部が十分
小さい場合に一意性を証明した．ここであげた結果の証明法は ∂理論と呼ばれる方
法に基づいてなされている．これは，複素パラメータを持つ特殊な解（複素幾何光
学解，または exponentially growing solutionなどと呼ばれている）をR2で構成し，
それを利用する方法である．
導電場の方程式∇ · γ∇u = 0 は v = γ1/2uと変換することで，Schrödinger 方程式

−Δv+V v = 0, V = γ−1/2Δ(γ1/2)に書き換えることができる．従って，導電場の方
程式に関する結果は，特殊な形のポテンシャルを持つ Schrödinger方程式に関する
結果であるといえる．
一般のポテンシャルを持つ Schrödinger方程式の場合については，先にも述べた

ように，十分小さい複素数値関数 V ∈ Lp(Ω)に対して，Kang [6]が一意性を証明し
た．また，Kang-Uhlmann [7]は，q1 ∈W 1,p, q2 ∈ Lp, p > 2に対し ‖q‖W 1,pが十分小
さければ，Λq1 = Λq2のとき q1 = q2となること（一意性）を示した．この結果は q1,

q2が複素数値関数の場合も成り立つことがわかる．これらの結果も ∂理論に基づい
ているが，とくにKang-Uhlmann [7]の論文では，有界領域 Ωの中で構成した複素
幾何光学解を利用し，議論をΩの中だけで行っている点が特徴的である．

定理 1.1の結果はKnudsen-Tamasan [9]とKang-Uhlmann [7] を拡張したもので
ある．導電場の方程式に関するKnudsen-Tamasan[9] の方法を一般のポテンシャル
を持つ Schrödinger方程式へ応用するために，3 × 3の ∂ system⎧⎪⎨⎪⎩

⎛⎜⎝∂ 0 0

0 ∂ 0

0 0 ∂

⎞⎟⎠−

⎛⎜⎝0 q 0

1 0 0

0 q 0

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭u = 0

37



を導入する．ここで，複素数 z = x1+ix2に対し，∂ = 1
2
(∂x1−i∂x2)，∂ = 1

2
(∂x1 +i∂x2)

とした．この systemに対しKang-Uhlmann [7]で考察された複素幾何光学解をΩで
構成しこれを利用する．V の再構成手続きのなかで，DN写像から複素幾何光学解
の境界値を求めることが必要となる．通常それは一重層ポテンシャルと二重層ポテ
ンシャルを構成し，境界での飛び公式を利用して複素幾何光学解の境界値が満たす
方程式を導くのである．一重層ポテンシャル，二重層ポテンシャルを使うのである
から，当然R2まで議論をひろげる必要がある．ところが，Kang-Uhlmann [7]で構
成された複素幾何光学解を利用し，Knudsen-Tamasan [9]の方法を応用すると，実
は一重層ポテンシャル及び，二重層ポテンシャルの飛び公式を利用しなくとも，DN

写像から複素幾何光学解の境界値が定まることがわかる．その結果，Ωでの議論だ
けで，複素ポテンシャルの再構成手続きを与えることができるのである．
さらに面白いことに，3 × 3の ∂ systemに対する複素幾何光学解の第三行目の性

質は，他の成分とは少し異なることがわかる．このことにより，今まで知られてい
る（複素幾何光学解からポテンシャル V を求める）公式とは違った公式も与えるこ
とができる．

この報告集では以下の記号を用いる．

• Iid：恒等写像，I：単位行列

• s : [0, |∂Ω|] → ∂Ω，　 ∂Ωの弧長パラメータ.

• ∂τf = d
dt
f(s(t))：境界の接方向微分．

• C0(∂Ω) = {f ∈ C(∂Ω) :
∫

∂Ω
f dσ = 0}　 dσ は ∂Ω上の Euclidean surface

measure.

• (∂−1
τ f)(s(t)) =

∫ t

0
f(s(t′)) dt′ on C0(∂Ω).

• 太字は 3次の列ベクトル f = t(f1, f2, f3)を表すことにする．

• ∂Ωの単位法線ベクトル ν = (ν1, ν2) に対し，η = ν1 + iν2とする．

• ek(z) := ei(kz+k̄z̄)，ẽk(z) := ei(k̄z+kz̄)とおく．ẽk(z) = ek̄(z)である．

• kR, kI：複素数 kの実部と虚部．

• |Ω|：有界領域Ωの面積.

• 複素数 z = x1 + ix2に対し，∂z = 1
2
(∂x1 − i∂x2)，∂z = 1

2
(∂x1 + i∂x2).

• zと z̄の関数 u(z, z̄)を誤解のおそれのない限り u(z)と略記する.

• α = 1 − 2
p
とし，とくにことわりがない限り，p > 2とする．
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• Tf と Tf を

Tf ≡ TΩf = −1

π

∫
Ω

f(ζ)

ζ − z
dζRdζI , Tf ≡ TΩf = −1

π

∫
Ω

f(ζ)

ζ̄ − z̄
dζRdζI

で定義する．Tf = T (f̄)である．

• k ∈ C上定義された関数 f(k)に対し，∂
−1

k f(k) ≡ (TR2f)(k)とする．

• 誤解の恐れのない限り，Lp ≡ Lp(Ω), Cα ≡ Cα(Ω)と略記する．

再構成手続き
V の再構成手続きは三段階にわたり，具体的に以下のようになる．

Step 1. HV := ΛV ∂
−1
τ とおく．与えられた ΛV に対し，次を満たす境界上の関数

Φ11(z, k)とΦ31(z, k)，z ∈ ∂Ω, k ∈ Cを求める．⎧⎪⎨⎪⎩
1

2πi

∫
∂Ω

e−ikζΦ11(ζ, k)

ζ − z
dζ = 1, − 1

2πi

∫
∂Ω

eik̄ζ̄Φ31(ζ, k)

ζ − z
dζ̄ = 0,

iHV (ηΦ11 − η̄Φ31) = (ηΦ11 + η̄Φ31)

これらの関数からΦ21(z, k) := i∂−1
τ (ηΦ11(z, k) − η̄Φ31(z, k)) と定める．

同様に，⎧⎪⎨⎪⎩
1

2πi

∫
∂Ω

e−ik̄ζΦ12(ζ, k)

ζ − z
dζ = 0, − 1

2πi

∫
∂Ω

eikζ̄Φ32(ζ, k)

ζ − z
dζ̄ = 0,

iHV (ηΦ12 − η̄Φ32) = (ηΦ12 + η̄Φ32)

を満たす関数Φ12(z, k)とΦ32(z, k), z ∈ ∂Ω, k ∈ Cを求める．

Step 2. Step 1で求めた関数Φ12とΦ21からC上の関数 s12(k)と s21(k)を

s12(k) =
1

2πi

∫
∂Ω

e−ik̄zΦ12(z, k) dz, s21(k) = − 1

2πi

∫
∂Ω

eik̄z̄Φ21(z, k) dz

と定める．これらを係数に持つ方程式{
∂km11(z, k) = ie−k(z)s21(k)m12(z, k̄)

∂km12(z, k) = iẽk(z)s12(k)m11(z, k̄)

を解き，m11(z, ·)−1, m12(z, ·) ∈ L2,δ(C) (−1 < δ < 0)を満たすm11とm12,

z ∈ Ω, k ∈ C を求める．

Step 3. 最後に，Step 2で求めたm12に対し，Φ12 = e−ikz̄m12(z, k)とおけば，V は
次の公式で与えられる．

V (z) = lim
|k0|→∞

4

π

∫
|k−k0|<1

eikz̄∂zΦ12(z, k) dkRdkI z ∈ Ω
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複素幾何光学解の 3行目を利用すると，上で述べた Step 3の公式とは別の形のも
のが得られる．

Step 1’. Step 1と同様にしてΦ11, Φ12, Φ21を求める．

Step 2’. C上の関数 s12(k)と s21(k)を Step 2と同様に定める．さらに，

s31(k) =
1

2πi

∫
∂Ω

eik̄z̄Φ11(z, k) dz − ik̄s21(k)

と定める．これらを係数に持つ方程式{
∂km31(z, k) = −ie−k(z)s31(k) + e−k(z)is21(k)m32(z, k̄)

∂km32(z, k) = is12(k)ek̄(z)m31(z, k̄)

を解き，m31(z, k)とm32(z, k), z ∈ Ω, k ∈ Cを求める．

Step 3’. Step 2で得られたm32から V (x)は次の式で求められる．

V (x) = 4∂z lim
|k|→∞

m32(z, k) z ∈ Ω

２節で定理の証明に必要な補題をまとめておく．３節では，複素幾何光学解を構
成し，いくつかの性質を導く．DN写像から複素幾何光学解の境界値を構成できる
ことを４節で示す．５節で ∂k方程式の解の一意性を証明した後，６節で Step 3お
よび Step 3’で述べたポテンシャル V の公式を証明する．最後に７節で定理 1.1にお
ける V の小ささの仮定について注意を与える．

2 準備
定理の証明に必要な補題をいくつかまとめておく．

補題 2.1. p > 2, α = 1− 2
p
とする．このとき T と T はLp(Ω)からCα(Ω) への有界

作用素となり，f ∈ Lp(Ω)に対し

‖Tf‖Cα, ‖Tf‖Cα ≤ C1‖f‖Lp

を満たす．ここで，C1は pとΩに依存する正の定数である．

補題 2.2. f ∈ L1(Ω)に対し，Tf は（弱）導関数を持ち ∂zTf = f となる．
さらに ∂zT は Lp(Ω)から Lp(Ω)（p > 1）への有界作用素であり，f ∈ Lp(Ω)に

対し，

‖∂zTf‖Lp ≤ C2‖f‖Lp

が成り立つ．ここで，C2は pとΩに依存する正の定数である．
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補題 2.3. −1 < δ < 0とする．このとき ∂
−1

k はL2,δ+1(C)からL2,δ(C)への有界作用
素となる．

補題 2.1と補題 2.2の証明はVekua [12, Chapter 1] にある．補題 2.3はNachman

[10, Lemma 2.4] にある．

補題 2.4. 写像 k → (∂ − ik)−1は L∞(Ω)上の作用素ノルムにおいてC上微分可能
である．

証明：Nachman [10, Lemma 2.2]と同様にして示される．
�

3 複素幾何光学解
x = (x1, x2) ∈ R2に対し，z = x1 + ix2とおく．以下，誤解のおそれのないとき

は，∂z，∂zをそれぞれ ∂，∂と略記する．(−Δ + V (x))u = 0は次のように書き換え
られる．

(∂∂ − q(z))u = 0, q(z) =
1

4
V (z) (3.1)

逆問題では，(3.1)の複素パラメータを持った特殊な解（複素幾何光学解）を利用す
ることが有効であった．qが複素数値関数である場合，(3.1)の代わりに，次の 3× 3

の ∂-systemを利用することが有効であるように思う．

D =

⎛⎜⎝∂ 0 0

0 ∂ 0

0 0 ∂

⎞⎟⎠ , Q =

⎛⎜⎝0 q 0

1 0 0

0 q 0

⎞⎟⎠
とおく．方程式 (D −Q)Φ = Oを満たすもので，複素パラメータ kを持つ特殊な形
の解Φ = Φ(z, k) = M(z, k)E(z, k)，z ∈ Ω（これを複素幾何光学解という）を構成
することを考えよう．ここで，M(z, k) = (mij(z, k))は 3 × 3行列であり

E(z, k) =

⎛⎜⎝eikz 0 0

0 e−ikz̄ 0

0 0 e−ikz̄

⎞⎟⎠

41



である．簡単な計算によりMは方程式DME −QME = Oを満たすことがわかる．
この方程式をM でまとめられる形に書き換えよう．成分で書き下すと，

DME =

⎛⎜⎝∂(m11e
ikz) ∂(m12e

−ikz̄) ∂(m13e
−ikz̄)

∂(m21e
ikz) ∂(m22e

−ikz̄) ∂(m23e
−ikz̄)

∂(m31e
ikz) ∂(m32e

−ikz̄) ∂(m33e
−ikz̄)

⎞⎟⎠
=

⎛⎜⎝eikz∂(m11) ∂(m12e
−ikz̄) ∂(m13e

−ikz̄)

∂(m21e
ikz) e−ikz̄∂(m22) e−ikz̄∂(m23)

∂(m31e
ikz) e−ikz̄∂(m32) e−ikz̄∂(m33)

⎞⎟⎠
QME =

⎛⎜⎝eikzqm21 e−ikz̄qm22 e−ikz̄qm23

eikzm11 e−ikz̄m12 e−ikz̄m13

eikzqm21 e−ikz̄qm22 e−ikz̄qm23

⎞⎟⎠
となる．eikz̄∂(e−ikz̄mij) = ei(k̄z+kz̄)∂(e−i(k̄z+kz̄)mij)に注意すれば，DME−QME =

Oから⎛⎜⎝ ∂(m11) eikz̄∂(m12e
−ikz̄) eikz̄∂(m13e

−ikz̄)

e−ikz∂(m21e
ikz) ∂(m22) ∂(m23)

e−ikz∂(m31e
ikz) ∂(m32) ∂(m33)

⎞⎟⎠−

⎛⎜⎝qm21 qm22 qm23

m11 m12 m13

qm21 qm22 qm23

⎞⎟⎠ = O

を得る．3 × 3行列X = (xij)に対し，PkXを

PkX =

⎛⎜⎝ x11 ẽ−kx12 ẽ−kx13

ekx21 x22 x23

ekx31 x32 x33

⎞⎟⎠
により定義する．このときM はP−1

k DPkM −QM = Oを，すなわち

DPkM − PkQM = O (3.2)

を満たす．
M を構成しよう．

D−1 =

⎛⎜⎝T 0 0

0 T 0

0 0 T

⎞⎟⎠ , D−1
k = P−1

k D−1Pk

とおく．(3.2)式のかわりに

(Iid −D−1
k Q)X = O (3.3)

を考える．もし (Iid −D−1
k Q)−1が存在するならば，(3.3)のDirichlet境界値問題は

唯ひとつの解を持つことがわかる．また，∂(Tf) = f ，∂(Tf) = f より(3.3)の両辺
にDkを作用させると，(3.3)を満たすXは(3.2)式を満たすことがわかる．

補題 3.1. q ∈ Lp(Ω)のノルムは C2
1 |Ω|1/q‖q‖Lp < 1を満たすとする．このとき，

(Iid −D−1
k Q)−1がCα(Ω) で存在する．
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証明：掛け算作用素Q(z)は Cα(Ω) → Lp(Ω)へのコンパクト作用素，T，T はそれ
ぞれ Lp(Ω) → Cα(Ω)への有界作用素であるから，D−1

k Qは Cα(Ω)上のコンパクト
作用素である．従って，Fredholmの交代定理より，Iid − D−1

k Qの単射性を示せば
よい．

(Iid −D−1
k Q)X = Oを考える．XはPkX −D−1PkQX = Oを満たす．

D−1PkQX =

⎛⎜⎝ T (qx21) T (ẽ−kqx22) T (ẽ−kqx23)

T (ekx11) Tx12 Tx13

T (ekqx21) T (qx22) T (qx23)

⎞⎟⎠
であるからX = (xij)の各成分は⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x11 − T (qx21) = 0,

ekx21 − T (ekx11) = 0,

ekx31 − T (ekqx21) = 0

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ẽ−kx12 − T (ẽ−kqx22) = 0,

x22 − Tx12 = 0,

x32 − T (qx22) = 0⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ẽ−kx13 − T (ẽ−kqx23) = 0

x23 − Tx13 = 0

x33 − T (qx23) = 0

を満たす．p > 2に対して

‖x11‖Cα = ‖T (qx21)‖Cα ≤ C1‖qx21‖Lp ≤ C1‖q‖Lp‖x21‖Cα

‖x21‖Cα = ‖T (ekx11)‖Cα ≤ C1‖x11‖Lp ≤ C1|Ω|1/p‖x11‖Cα

と評価できるので，

‖x11‖Cα ≤ C1‖q‖LpC1|Ω|1/p‖x11‖Cα, ‖x21‖Cα ≤ C1|Ω|1/pC1‖q‖Lp‖x21‖Cα

を得る．従ってC2
1 |Ω|1/p‖q‖Lp < 1ならば x11 = x21 = 0である．同様にして，

‖x22‖Cα = ‖T (x12)‖Cα ≤ C1‖x12‖Lp ≤ C1|Ω|1/p‖x12‖Cα

‖x12‖Cα = ‖T (ẽ−kqx22)‖Cα ≤ C1‖ẽ−kqx22‖Lp ≤ C1‖q‖Lp‖x22‖Cα

からC2
1 |Ω|1/p‖q‖Lp < 1ならば x12 = x22 = 0．さらに

‖x23‖Cα = ‖∂−1(x13)‖Cα ≤ C1‖x13‖Lp ≤ C1|Ω|1/p‖x13‖Cα

‖x13‖Cα ≤ C1‖ẽ−kqx23‖Lp ≤ C1‖q‖Lp‖x23‖Cα

から，C2
1 |Ω|1/p‖q‖Lp < 1ならば x13 = x23 = 0となる．以上のことから x31 = x32 =

x33 = 0もわかる．従ってX = Oを得る．
�

M を

M(z, k) = (Iid −D−1
k Q)−1I (3.4)
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によって定義すればM は(3.2)を満たすことが確かめられる．

M(z, k)の kに関する漸近挙動
(3.4)で定義した関数M(z, k)は |k| → ∞ としたとき，

M(z, k) −→

⎛⎜⎝1 0 0

0 1 0

0 Tq 1

⎞⎟⎠ ≡ U

となることを示そう．

補題 3.2. M(z, k) = (m(z, k)ij)，1 ≤ i, j ≤ 3は(3.4) で定義された関数とする．
2{(1 + C3

2π
) + C2}C1‖q‖Lp < |k| を満たす k ∈ Cに対して次が成立する．

‖m11(·, k) − 1‖L∞ + ‖m22(·, k) − 1‖L∞ ≤ 2C1

|k| ‖q‖p (3.5)

‖m12(·, k)‖L∞ + ‖m21(·, k)‖L∞ ≤ 2

|k| (3.6)

m13(z, k) = m23(z, k) = 0, m33(z, k) = 1, ∀z ∈ Ω (3.7)

‖m31(·, k)‖L∞ ≤ 2C1

|k| ‖q‖Lp (3.8)

‖m32(·, k) − Tq(·)‖L∞ ≤ 2C2
1

|k| ‖q‖
2
Lp (3.9)

証明：(3.5)と(3.6)を示そう．mij = mij(z, k)，1 ≤ i, j ≤ 2は次を満たす．{
m11 − T (qm21) = 1,

m21 − e−kT (ekm11) = 0

{
m12 − ẽkT (ẽ−kqm22) = 0,

m22 − T (m12) = 1
(3.10)

この式の第一式から，

‖m11(·, k) − 1‖Cα = ‖T (qm21)‖Cα ≤ C1‖qm21(·, k)‖Lp

≤ C1‖q‖Lp‖m21(·, k)‖L∞ (3.11)

を得る．補題 2.2より ∂T は Lp（1 < p <∞）上の有界作用素であるから

‖∂m11(·, k)‖Lp = ‖∂T (qm21)‖Lp ≤ C2‖qm21(·, k)‖Lp

≤ C2‖q‖Lp‖m21(·, k)‖L∞

となる．(3.10)より ekm21 = T (ekm11) = 1
ik
T{∂(ekm11) − ek∂m11}と変形すれば，

コーシー積分の性質と一般化されたコーシーの積分公式および m11 の評価式を用
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いて，

‖m21(·, k)‖L∞ = ‖T (ekm11)‖L∞ ≤ 1

|k|{‖T (∂(ekm11))‖L∞ + ‖T (ek∂m11)‖L∞}

≤ 1

|k|{‖ekm11‖L∞ +

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
∂Ω

ek(ζ)m11(ζ, k)

ζ − z
dζ̄

∥∥∥∥
L∞

+ C1‖ek∂m11‖Lp}

≤ 1

|k|{‖m11(·, k)‖Cα +
C3

2π
‖ekm11(·, k)‖Cα(∂Ω) + C1C2‖q‖Lp‖m21(·, k)‖L∞}

≤ 1

|k|
{(

1 +
C3

2π

)
‖m11(·, k)‖Cα + C1C2‖q‖Lp‖m21(·, k)‖L∞

}
≤ 1

|k|
{(

1 +
C3

2π

)
C1‖q‖Lp‖m21(·, k)‖L∞ + 1 + C1C2‖q‖Lp‖m21(·, k)‖L∞

}
=

1

|k|
{(

1 +
C3

2π

)
+ C2

}
C1‖q‖Lp‖m21(·, k)‖L∞ +

1

|k|

を得る．従って，k ∈ Cが {(1 + C3

2π
) + C2}C1‖q‖Lp < 1

2
|k|を満たすならば

‖m21(·, k)‖L∞ ≤ 2

|k|
が成り立つ．これを(3.11)へ代入すれば，

‖m11(·, k)‖L∞ ≤ 2C1

|k| ‖q‖Lp

を得る．
m22，m12についても全く同様に示される．よって，(3.5)と(3.6)が示された．
次に(3.7)を示す．mi3 (i = 1, 2, 3)は⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

m33 − T (qm23) = 1

m13 − ẽkT (ẽ−kqm23) = 0

m23 − Tm13 = 0

を満たすに注意して，前と同様の計算により

‖m23(·, k)‖L∞ = ‖T (m13)‖L∞ ≤ 1

|k|{‖T (∂m13)‖L∞ + ‖T (ek∂(e−km13))‖L∞}

≤ 1

|k|{‖m13‖L∞ +

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
∂Ω

m13(ζ, k)

ζ − z
dζ̄

∥∥∥∥
L∞

+ C1‖∂(e−km13)‖Lp}

≤ 1

|k|
{(

1 +
C3

2π

)
‖m13(·, k)‖L∞ + C1‖∂(e−km13)‖Lp

}
(3.12)

を得る．ここで，

‖∂(ẽ−km13)‖Lp = ‖∂T (ẽ−kqm23)‖Lp ≤ C2‖qm23‖Lp

≤ C2‖q‖Lp‖m23‖L∞
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を用いて(3.12)を評価すると，

‖m23(·, k)‖L∞ ≤ 1

|k|
{(

1 +
C3

2π

)
‖m13‖L∞ + C1C2‖q‖Lp‖m23‖L∞

}
となる．さらに

‖m13(·, k)‖L∞ = ‖T (ẽ−kqm23)‖L∞ ≤ C1‖ẽ−kqm23‖Lp

≤ C1‖q‖Lp‖m23(·, k)‖L∞ (3.13)

であるから(3.12)は

‖m23(·, k)‖L∞ ≤ 1

|k|
{(

1 +
C3

2π

)
+ C2

}
C1‖q‖Lp‖m23(·, k)‖L∞

と評価される．従って，k ∈ Cが {(1 + C3

2π
) + C2}C1‖q‖Lp < |k| を満たすなら

ば ‖m23‖L∞ ≤ 0すなわち，‖m23(·, k)‖L∞ = 0を得る．このことと，(3.13)より
‖m13(·, k)‖L∞ = 0を得る．さらに，

‖m33(·, k) − 1‖Cα = ‖T (qm23)‖Cα ≤ C1‖qm23‖Lp ≤ C1‖q‖Lp‖m23(·, k)‖L∞

から ‖m33(·, k) − 1‖L∞ = 0が従う．以上により，(3.7)が示された．
最後に(3.8)と(3.9)を示そう．m3j（j = 1, 2）は{

m31 − e−kT (ekqm21) = 0

m32 − T (qm22) = 0
(3.14)

を満たす．このことと，すでに示した不等式(3.5) と(3.6)を用いて，

‖m31(·, k)‖L∞ = ‖T (ekqm21)‖L∞ ≤ C1‖qm21(·, k)‖Lp

≤ C1‖q‖Lp‖m21(·, k)‖L∞

≤ 2C1

|k| ‖q‖Lp

と

‖m32(·, k) − Tq(·)‖L∞ = ‖T (qm22) − Tq‖L∞ = ‖Tq(m22 − 1)‖L∞

≤ C1‖q‖Lp‖m22(·, k) − 1‖L∞

≤ 2C2
1

|k| ‖q‖
2
Lp

を得る．
�
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補題 3.2よりM の，特にM := (mij(z, k)) ，1 ≤ i, j ≤ 2は |k| → ∞とすると
2 × 2の単位行列 I へ近づくことがわかる．以後，3 × 3行列A = (aij) に対し，そ
の一つの小行列をA := (aij)1≤i,j≤2 と書くことにする．さて，Mは(3.2)すなわち，
QM = DkMを満たすのだから，両辺形式的に |k| → ∞としてみると

Q = lim
|k|→∞

DkM

となる．従って，複素幾何光学解Mが構成できれば，求めようとしている未知関数
qが求まる．では，M(z, k)を構成するにはどうしたらよいか？Qは未知関数である
から，もちろんMを(3.4)式で与えることはできない．与えられた境界でのデータで
あるDN写像ΛV から(3.2)を満たし，かつ補題 3.2のような性質を持つ関数M(z, k)

を構成するには，次のM の性質が重要な役割をはやす．

∂方程式

M(z, k) = (Iid − D−1
k Q)−1I とする．M(z, k) = (mij)1≤i,j≤2，Q(z) =

(
0 q(z)

1 0

)
とおく．さらに任意の 2 × 2行列A = (aij)に対し，J を

JA =

(
0 ia12

−ia21 0

)
で定義する．このとき，Mは次の方程式を満たす．

補題 3.3.

∂kM(z, k) = M(z, k̄)Γ(z, k)S(k) in L∞(Ω). (3.15)

ここで，

Γ(z, k) =

(
ẽk(z) 0

0 e−k(z)

)
, S(k) = −1

π
J

∫
Ω

PkQ(z)M(z, k) dzRdzI .

とおいた．

証明：

ẽk∂̄
−1(ẽ−kf)(z) = −1

π

∫
Ω

ẽ−k(ζ − z)

ζ − z
f(ζ)dζRdζI

に注意して，補題 2.4から

∂km12(z, k) = −∂k

{
ẽk(z)(∂̄

−1ẽ−kqm22)(z, k)
}

=
1

π

{
−i
∫

Ω

ẽ−k(ζ − z)q(ζ)m22(ζ, k)dζRdζI

+

∫
Ω

ẽ−k(ζ − z)

ζ − z
q(ζ)∂km22(ζ, k) dζRdζI

}
= − i

π
ẽk(z)

∫
Ω

ẽ−k(ζ)q(ζ)m22(ζ, k) dζRdζI

− ẽk(z)∂̄
−1
(
ẽ−kq∂km22

)
(z, k).
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さらに(3.10)より

∂km12(z, k) = iẽk(z)s12(k) − ẽk(z)∂̄
−1
(
ẽ−kq∂

−1(∂km12)
)
(z, k)

を得る．ここで

s12(k) = −1

π

∫
Ω

ẽ−k(ζ)q(ζ)m22(ζ, k)dζRdζI (3.16)

とおいた．s12(k)は zに依存しない関数であることに注意すれば

∂km12(z, k) = is12(k)[1 + ẽk∂̄
−1ẽ−kq∂

−1]−1(ẽk)

と書ける．v = [1 + ẽk∂̄
−1ẽ−kq∂

−1]−1(ẽk)とおく．これは

v = ẽk[1 + ∂̄−1ẽ−kq∂
−1ẽk]

−1(1)

と書き換えられる．ẽk(z) = ek̄(z), ẽ−k(z) = e−k̄(z) であることと，(3.10)から

v(z, k) = ẽk[1 + ∂̄−1e−k̄q∂
−1ek̄]

−1(1)

= ẽk(z)m11(z, k̄)

となる．以上のことから

∂km12(z, k) = is12(k)ẽk(z)m11(z, k̄)

を得る．さらに(3.10)から

∂km22(z, k) = ∂−1(∂km12)(z, k) = is12(k)∂
−1(ẽkm11(·, k̄))

= is12(k)ẽkm21(z, k̄)

を得る．
次に ∂km21と ∂km11を計算しよう．先ほどの計算と同様に(3.10)を利用して

∂km21(z, k) = ∂k

(
1

π

∫
Ω

ek(ζ − z)

ζ̄ − z̄
m11(ζ, k) dζRdζI

)
=

1

π

{
i

∫
Ω

ek(ζ − z)m11(ζ, k) dζRdζI

+

∫
Ω

ek(ζ − z)

ζ̄ − z̄
∂km11(ζ, k) dζRdζI

}
= ie−k(z)s21(k) + e−k(z)T (ek∂km11)(z, k)

= ie−k(z)s21(k) − e−k(z)T (ekT (q∂km21))

を得る．ここで，

s21(k) =
1

π

∫
Ω

ek(ζ)m11(ζ, k) dζRdζI (3.17)
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とおいた．s21(k)は zに依存しない関数であるから，

∂km21(z, k) = is21(k)[1 + e−kT (ekTq)]
−1(e−k)

と書ける．w = [1 + e−kT (ekTq)]
−1(e−k) とおくと ekw + TekTqw = 1を満たし，さ

らにwでまとめると [1 + TekTqe−k]ekw = 1となる．ek(z) = ẽk̄であるからwは

w = e−k[1 + T ẽk̄Tqẽ−k̄]
−1(1) = e−km22(z, k̄)

と書き換えられる．以上のことから

∂km21(z, k) = is21(k)e−k(z)m22(z, k̄)

∂km11(z, k) = is21(k)e−k(z)m12(z, k̄)

を得る．
�

MはDPkM = PkQMを満たすから，Greenの公式より

S(k) = −1

π
J

∫
Ω

DPkM dzRdzI

=

(
0 1

2πi

∫
∂Ω
ẽ−k(ζ)m12(ζ, k) dζ

− 1
2πi

∫
∂Ω
ek(ζ)m21(ζ, k) dζ̄ 0

)

=

(
0 1

2πi

∫
∂Ω
e−ik̄ζΦ12(ζ, k) dζ

− 1
2πi

∫
∂Ω
eik̄ζ̄Φ21(ζ, k) dζ̄ 0

)
(3.18)

と表される．このことから，S(k)は複素幾何光学解の境界値 Φ12

∣∣
∂Ω
と Φ21

∣∣
∂Ω
から

定まることがわかる．

M = (Iid−D−1
k Q)Iに対し，Mは∂k方程式(3.15)を満たす．逆に，N

∣∣
∂Ω
から(3.18)

で定義される S(k)を係数に持つ ∂k方程式の解N(z, k)は，後に示す一意性により
M = N となる．先に述べたようにMが求まれば |k| → ∞として qが求まるので
あった．これにより，残りの問題は，DN写像ΛV からM

∣∣
∂Ω
を構成することである．

これについては次の章で考察することにしよう．
ところで，M の第 3行目についても ∂kを計算してみると次のことがわかる．

補題 3.4. M = (mij) = (Iid −D−1
k Q)Iのm31とm32は次の方程式を満たす．{

∂km31(z, k) = −ie−k(z)s31(k) + e−k(z)is21(k)m32(z, k̄)

∂km32(z, k) = is12(k)ek̄(z)m31(z, k̄)
(3.19)

ここで，s12と s21はそれぞれ(3.16), (3.17) で与えられたものであり，

s31(k) =
1

π

∫
Ω

ek(ζ)q(ζ)m21(ζ, k) dζRdζI (3.20)

である．
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証明：補題 3.3の結果を利用して，

∂km32(z, k) = ∂k(Tqm22) = ∂k

(
−1

π

∫
Ω

q(ζ)m22(ζ, k)

ζ̄ − z̄
dζRdζI

)
= T (q∂km22)

= T (qis12(k)ẽkm21(·, k̄))
= is12(k)T (qẽkm21(·, k̄))
= is12(k)ek̄(z)m31(z, k̄)

となる．また，

T (ekq∂km21) = T (ekqis21(k)e−km22(·, k̄)) = is21(k)T (qm22(·, k̄))
= is21(k)m32(z, k̄)

となるから，今までと同様の計算により

∂km31(z, k) = ∂k(e−kT (ekqm21))

= ∂k

(
−1

π

∫
Ω

ek(ζ − z)

ζ̄ − z̄
q(ζ)m21(ζ, k) dζRdζI

)
= −1

π

(
i

∫
Ω

ek(ζ − z)q(ζ)m21(ζ, k) dζRdζI

+

∫
Ω

ek(ζ − z)

ζ̄ − z̄
q(ζ)∂km21(ζ, k) dζRdζI

)
= −ie−k(z)s31(k) + e−k(z)T (ekq∂km21)

= −ie−k(z)s31(k) + is21(k)m32(z, k̄)

を得る．
�

s12(k)と s21(k)はそれぞれ複素幾何光学解の境界値 Φ12

∣∣
∂Ω

, Φ21

∣∣
∂Ω
から定まるの

であった．s31(k)は Φ11

∣∣
∂Ω
と Φ21

∣∣
∂Ω
から定まるのである．このことをみてみよう．

(3.10)式とGreenの公式から

s31(k) =
1

π

∫
Ω

{∂(ekm11) −m11∂ek} dzRdzI

=
1

π

∫
Ω

∂(ekm11) dzRdzI − 1

π

∫
Ω

ik̄ekm11 dzRdzI

=
1

π

∫
Ω

∂(ekm11) dzRdzI − ik̄

π

∫
Ω

∂(ekm21) dzRdzI

=
1

2πi

∫
∂Ω

ek(z)m11(z, k) dz +
k̄

2π

∫
∂Ω

ek(z)m21(z, k) dz̄ (3.21)

となる．

注意 1. これまでの計算で行った ∂kと T との入れ替えは補題 2.4により証明される．
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4 Step 1の証明
DN写像ΛV から複素幾何光学解の境界値Φ

∣∣
∂Ω
が構成できることを示す．

D =

⎛⎜⎝∂ 0 0

0 ∂ 0

0 0 ∂

⎞⎟⎠ , Q =

⎛⎜⎝0 q 0

1 0 0

0 q 0

⎞⎟⎠
とおく．方程式

(D −Q)v = 0, in Ω, (4.1)

について考える．

Cq = {v∣∣
∂Ω

: v ∈ Cα(Ω) × C1,α(Ω) × Cα(Ω)は(4.1)を満たす．}
BR = {h ∈ Cα(∂Ω) × C1,α(∂Ω) × Cα(∂Ω) : (ηh1 − η̄h3) ∈ C1,α

0 (∂Ω),

iHq(η − η̄h3) = ηh1 + η̄h3, ∂τh2 = i(ηh1 − η̄h3)}

とおく．

補題 4.1. Q ∈ Lp(Ω)ならば Cq = BRである．

証明 : まず BR ⊂ Cqを示そう．h ∈ BRとし，uは{
−Δu+ qu = 0, in Ω

u
∣∣
∂Ω

= i∂−1
τ (ηh1 − η̄h3) ∈ C1,α(∂Ω).

のC1,α(Ω)解とする．この uに対し，t(ϕ, ψ, χ) = t(∂u, u, ∂u) ∈ Cα(Ω) × C1,α(Ω) ×
Cα(Ω) とおく．容易に (D −Q)t(ϕ, ψ, χ) = 0がわかる．h ∈ BRであるから(

ϕ

χ

)∣∣∣∣∣
∂Ω

=
1

2

(
η̄ −iη̄
η iη

)(
ΛV (u

∣∣
∂Ω

)

∂τ (u
∣∣
∂Ω

)

)
=

1

2

(
η̄ −iη̄
η iη

)(
iΛV ∂

−1
τ (ηh1 − η̄h3)

i(ηh1 − η̄h3)

)

=
1

2

(
η̄ −iη̄
η iη

)(
ηh1 + η̄h3

i(ηh1 − η̄h3)

)
=

(
h1

h3

)
.

となり，従ってh ∈ Cqとなる．なぜならば，ψ
∣∣
∂Ω

= u
∣∣
∂Ω

∈ C1,α(∂Ω)だからである．
次に Cq ⊂ BRを示そう．h ∈ Cqとし，t(ϕ, ψ, χ) ∈ Cα(Ω) × C1,α(Ω) × Cα(Ω) は

方程式 {
(D −Q)t(ϕ, ψ, χ) = 0, in Ω
t(ϕ, ψ, χ)

∣∣
∂Ω

= h.

の解とする．このとき，ϕ, ψと χは

∂ϕ = qψ, ∂ψ = ϕ, ∂χ = qψ
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を満たす．従って，ϕ = ∂ψ，χ = ∂φ ととれば簡単な計算により，⎛⎜⎝h1

h2

h3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ϕψ
χ

⎞⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣
∂Ω

=

⎛⎜⎝∂ψψ
∂ψ

⎞⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣
∂Ω

=
1

2

⎛⎜⎝ηΛV h2 − iη∂τh2

h2

ηΛV h2 + iη∂τh2

⎞⎟⎠
=

1

2

⎛⎜⎝η 0 −iη
0 2 0

η 0 iη

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ΛV h2

h2

∂τh2

⎞⎟⎠ .

を得る．このことから h ∈ BRを得る．なぜならば，⎛⎜⎝ΛV h2

h2

∂τh2

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ η 0 η̄

0 1 0

iη 0 −iη

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝h1

h2

h3

⎞⎟⎠ .

と書けるからである．
�

(3.4)式で定義されたM(z, k)に対して，(Φ(1),Φ(2),Φ(3)) を Φ = M(z, k)E(z, k)

の列ベクトル表示とする．Step 1は次の補題を書き下したものである．

補題 4.2. 次の方程式を満たす f , g ∈ Cα(∂Ω) × C1,α(∂Ω) × Cα(∂Ω) が存在する．⎛⎜⎝ C(e−ikzf1) ẽ−kC(e−ik̄zg1)

e−kC(eik̄z̄f2) C(eikz̄g2)

e−kC(eik̄z̄f3) C(eikz̄g3)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝1 0

0 1

0 0

⎞⎟⎠ (4.2)

(
(iHV − 1)η 0 −(iHV + 1)η̄

−iη ∂τ iη̄

)
(f , g) = O (4.3)

さらに，(f , g) = (Φ(1),Φ(2))
∣∣
∂Ω
である．ここで，

C(ψ) =
1

2πi

∫
∂Ω

ψ(ζ)

ζ − z
dζ, C(ψ) = C(ψ̄)

とおいた．

証明：M = (Iid −D−1
k Q)−1I に対し，Φ(z, k) = M(z, k)E(z, k)とおく．Φは (D −

Q)Φ = Oを満たすのでLemma 4.1からΦ(1)
∣∣
∂Ω

, Φ(2)
∣∣
∂Ω

∈ BR であることがわかる．
従って (Φ(1),Φ(2))

∣∣
∂Ω
は (4.3)を満たす．

さらに，M はDkM − QM = O，すなわちDPkM − PkQM = Oを満たすので，
一般化されたCauchyの積分公式から

M − P−1
k D−1PkQM = P−1

k C(PkM
∣∣
∂Ω

), C =

⎛⎜⎝C 0 0

0 C 0

0 0 C

⎞⎟⎠

52



を得る．ゆえにM の定義から

P−1
k C(PkM

∣∣
∂Ω

) = (Iid −D−1
k Q)M = I.

がわかり，(Φ(1),Φ(2))
∣∣
∂Ω
は (4.2)も満たすことがわかる．

逆に，(f , g)は (4.2)と (4.3)を満たすものとしよう．このとき f , g ∈ BRである．
Lemma 4.1から 3 × 2行列Hが存在し

(D −Q)H = O, H
∣∣
∂Ω

= (f , g)

を満たす．G = HE−1(z, k)とおけば，GはDkG−QG = Oを満たす．ゆえにGは

(Iid −D−1
k Q)G = P−1

k C(PkH
∣∣
∂Ω

)

を満たす．H
∣∣
∂Ω
は (4.2)を満たしているので，G = (Iid −D−1

k Q)I = M，すなわち
H = ME = Φを得る．

�

5 Step 2の証明
∂k方程式の解の一意性を示そう．s12(k), s21(k), s31(k)はそれぞれ(3.16), (3.17),

(3.20) で与えられたものとする．これらの関数には次の評価式が成立する．

補題 5.1. 0 < δ < 1に対し，C2
1 |Ω|1/p‖q‖Lp < δ ならば任意の k ∈ Cに対し，次の

評価式が成立する．

|s12(k)| ≤ γ1(q)

1 + |k|‖q‖W 1,p

|s21(k)| ≤ γ′

1 + |k|(‖q‖Lp + 1)

|s31(k)| ≤ γ2(q)

1 + |k|‖q‖Lp

ここで，γ1(q)と γ2(q)は ‖q‖Lp に依存し，ある定数 C > 0が存在して一様に C <

γ1(q), γ2(q) となる正の定数である．また，γ′は |k|と qには依存しない正の定数で
ある．

証明：補題 2.1と(3.10)より

‖m22 − 1‖L∞ = ‖Tm12‖L∞ ≤ C1‖m12‖Lp ≤ C1|Ω|1/p‖m12‖L∞

‖m12‖L∞ = ‖ẽ−kT (ẽ−kqm22)‖L∞ ≤ C1‖q‖Lp‖m22‖L∞.

仮定よりC2
1 |Ω|1/p‖q‖Lp < δ < 1だから，すべての k ∈ Cに対し

‖m22‖L∞ ≤ 1

1 − δ
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が成り立つ．従って，

|s12(k)| ≤ 1

π

∫
Ω

|q(z)m22(z, k)| dzRdzI

≤ 1

π

1

1 − δ
‖q‖L1

≤ 1

π

1

1 − δ
|Ω|1/p′‖q‖Lp.

がわかる．Greenの公式より，k �= 0に対し∣∣∣∣∫
Ω

ẽ−k(z)q(z) dzRdzI

∣∣∣∣ = 1

|k|
∣∣∣∣∫

Ω

(∂ẽ−k(z))q(z) dzRdzI

∣∣∣∣ ≤ C4

|k|‖q‖W 1,p

となる．ここで，C4は kと qには依存しない定数である．(3.5)より十分大きな |k|
に対しては ‖m22(·, k) − 1‖L∞ ≤ 2C1‖q‖Lp/|k|であったから，M > 0を十分大きな
定数として，M < |k|に対して∣∣∣∣∫

Ω

ẽ−k(z)q(z)(m22(z, k) − 1) dzRdzI

∣∣∣∣ ≤ 2C1|Ω|1/p′

|k| ‖q‖2
Lp.

となる．従ってM < |k|に対して

|s12(k)| ≤ 1

π

∣∣∣∣∫
Ω

ẽ−k(z)q(z) dzRdzI

∣∣∣∣+ 1

π

∣∣∣∣∫
Ω

ẽ−k(z)q(z)(m22(z, k) − 1) dzRdzI

∣∣∣∣
≤ C5(q)

|k| ‖q‖W 1,p,

ここでC5(q) = (C4 +2C1‖Ω‖1/p′‖q‖Lp)/πである．以上からすべての k ∈ Cに対して

|s12(k)| ≤ γ1(q)

1 + |k|‖q‖W 1,p

が成立する．ここで，γ1(q) = 2+M
π(1−δ)

|Ω|1/p′ + C5(q)である．
同様にして，

‖m11 − 1‖L∞ = ‖T (qm21)‖L∞ ≤ C1‖q‖Lp‖m21‖L∞

‖m21‖L∞ ≤ C1|Ω|1/p‖m11‖L∞.

とC2
1 |Ω|1/p‖q‖Lp < δ < 1 より，すべての k ∈ Cに対して，

‖m11‖L∞ ≤ 1

1 − δ

が成り立つ．M > 0を十分大きくとると，M < |k|に対して，

|s21(k)| =

∣∣∣∣ 1π
∫

Ω

ek(z) dzRdzI +
1

π

∫
Ω

ek(z)(m11(z, k) − 1) dzRdzI

∣∣∣∣
≤ C ′

|k|(‖q‖Lp + 1)
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が成立する．ここで，C ′は pとΩだけに依存する正の定数である．以上のことから，
すべての k ∈ Cに対して，

|s21(k)| ≤ γ′

1 + |k|(‖q‖Lp + 1)

が成立する．ここで，γ′ = 2|Ω|
π(1−δ)

(1 +M) である．
最後に s31(k)について評価しよう．‖m21‖L∞ ≤ C1|Ω|1/p‖m11‖L∞ と ‖m11‖L∞ ≤

C1‖q‖Lp‖m21‖L∞ + 1さらに ‖q‖Lpの仮定からすべての k ∈ Cに対して

‖m21(·, k)‖L∞ ≤ C1|Ω|1/p

1 − δ

が成り立つ．従って，すべての k ∈ Cに対し，

|s31(k)| ≤ C1|Ω|1/p

π(1 − δ)
|Ω|1/p′‖q‖Lp =

C1|Ω|
π(1 − δ)

‖q‖Lp

を得る．また，(3.6)からM >を十分大きな定数として，M < |k|に対し，

|s31(k)| ≤ 1

π
‖m21‖L∞

∫
Ω

|q(z)| dzRdzI ≤ 2|Ω|1/p′

π

1

|k|‖q‖Lp

が成り立つ．従ってすべての k ∈ Cに対し，

|s31(k)| ≤ γ2

|k|‖q‖Lp, γ2 =
C1|Ω|(2 +M)

π(1 − δ)
+

2|Ω|1/p′

π

を得る．
�

補題 5.2. a(k)と b(k)は

|a(k)| ≤ A(ε+ 1)

1 + |k| , |b(k)| ≤ Bε

1 + |k|
を満たすとする．fi − 1, gi ∈ L2,δ(C)（−1 < δ < 0），i = 1, 2は{

∂kfi(k) = a(k)gi(k̄)

∂kgi(k) = b(k)fi(k̄)

を満たしているとする．このとき ε > 0が十分小さければ (f1, g1) = (f2, g2)である．

証明：F = f1 − f2, G = g1 − g2とおく．F , G ∈ L2,δ(C)は積分方程式{
F (k) = ∂

−1

k (a(·)G(̄·))
G(k) = ∂

−1

k (b(·)F (̄·))
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を満たす．∂
−1

k は L2,δ+1(R2) から L2,δ(R2) への有界作用素であり，|∂−1

k f‖L2,δ ≤
C̃‖f‖L2,δ+1を満たす．また ‖F (̄·)‖L2,δ = ‖F (·)‖L2,δ であるから

‖F‖L2,δ = ‖∂−1

k (a(·)G(̄·))‖L2,δ ≤ C̃‖a(·)G(̄·)‖L2,δ+1

= C̃

(∫
R2

(1 + |k|2)|a(k)|2(1 + |k|2)δ|G(k̄)|2 dkRdkI

)1/2

≤ C̃A(ε+ 1)‖G‖L2,δ .

を得る．同様に‖G‖L2,δ = ‖∂−1

k (b(·)F (̄·))‖L2,δ ≤ C̃Bε‖F‖L2,δ を得る．ゆえに‖F‖L2,δ ≤
C̃2ABε(ε + 1)‖F‖L2,δ が成立する．従って，C̃2ABε(ε + 1) < 1ならば ‖F‖L2,δ =

‖G‖L2,δ = 0 を得る．
�

この補題により，(3.19)も唯一つの解を持つことがわかる．

6 Step 3の証明
Br(s)を半径 r，中心 sの円とする．M はDkM −QM = Oを満たすので，

lim
|k0|→∞

∫
B1(k0)

DkM(z, k) dkRdkI = Q(z) lim
|k0|→∞

∫
B1(k0)

M(z, k) dkRdkI

= Q(z)π +Q(z) lim
|k0|→∞

∫
B1(k0)

(M(z, k) − I) dkRdkI .

右辺第二項は 0になる．実際，(3.5)から∫
B1(k0)

|m11(z, k) − 1| dkRdkI ≤
∫

B1(k0)

C

|k| dkRdkI

≤ Cπ
1

|k0| − 1
−→ 0 (|k0| → ∞).

であり，ほかの成分も補題 3.2から同様の計算により消えることがわかる．
両辺の (1, 2)成分に注目すれば，公式

q(z) =
1

π
lim

|k0|→∞

∫
B1(k0)

eikz̄∂ze
−ikz̄m12(z, k) dkRdkI

を得る．
�

∂k方程式(3.19)を解いてm32(z, k)を求めると，補題 3.2よりm32(z, k) → Tq(z)

（|k| → ∞）であったから，別の公式
q(z) = ∂z lim

|k|→∞
m32(z, k)

を得る．
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7 ‖V ‖W 1,pの大きさについて
ここで述べた方法について，‖V ‖W 1,p はどれくらい小さければよいのかまとめて

みよう．
正の定数C1～C5は以下のものとする．

‖Tf‖Cα ≤ C1‖f‖Lp, ‖∂Tf‖Lp ≤ C2‖f‖Lp,∥∥∥∥∫
∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ

∥∥∥∥
Cα(Ω̄)

≤ C3‖f‖Cα(∂Ω),

∣∣∣∣∫
Ω

q(z)∂ẽ−k(z) dzRdzI

∣∣∣∣ ≤ C4‖q‖W 1,p

‖∂−1

k f‖L2,s ≤ C5‖f‖L2,s+1 (−1 < s < 0)

‖V/4‖W 1,p = ‖q‖W 1,p = εとおく．0 < δ < 1とする．補題 3.1と補題 5.1から εは

C2
1 |Ω|1/pε < δ (7.1)

を満たす必要がある．M > 0を以下の条件を満たす pと Ωから定まる正の定数と
する．

M ≥ −1 + (1 − δ) max

{ |∂Ω|
|Ω| , 2C1

}
補題 5.2から εは

C2
5γ

′γ1(ε)ε(ε+ 1) < 1 (7.2)

を満たす必要がある．ここで，

γ′ =
|Ω|

π(1 − δ)
(1 +M)

γ1(ε) =
1

π

( |Ω|1/p′(2 +M)

1 − δ
+ C4

)
+

2C1|Ω|1/p′

π
ε

である．(7.1)と(7.2)から εすなわち ‖V ‖W 1,pは

1

4
‖V ‖W 1,p < min

{
δ

C2
1 |Ω|1/p

,
1 − δ

C2
5γ

′(C6 + C7δ
C2

1 |Ω|1/p )(1 + δ
C2

1 |Ω|1/p )
,

M

{2(1 + C3

2π
) + C2}C1

}

を満たすものである．ここで，

C6 =
1

π

( |Ω|1/p′(2 +M)

1 − δ
+ C4

)
, C7 =

2C1|Ω|1/p′

π

とおいた．
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完全非線形偏微分方程式の解の等高面の除去可能性について1

広島大学・大学院理学研究科　　　滝本　和広2

1　はじめに

自然現象や社会現象の数学的モデルとして偏微分方程式が登場するが，例えば極小

曲面を考えると古典解ばかりではなく特異性を持った解も出現しうる．そして特異集

合やその周りにおける解の挙動の解析は重要な研究課題であり，既に多くの結果が得

られている．例えば，連続な調和関数のクラスにおいては polar set（容量が 0 であ

る集合）は常に除去可能であることが知られている．

さて，ここでは「一風変わった」結果を紹介する．20 世紀の初頭に Radó は次の

定理を証明した．

Theorem 1.1. [19]　領域 Ω ⊂ C 上で連続な複素数値関数 f が Ω \ f−1(0) で正則

ならば，f は Ω 全体で正則である．

即ち「正則関数のクラスにおいて，（関数が連続ならば）等高面は除去可能である」

ことを意味する．後に，調和関数に対して次のような等高面の除去可能性に関する結

果が得られた．

Theorem 1.2. [1, 8, 13]　 Ω ⊂ Rn を領域とし，u ∈ C1(Ω) とする．もし u が

Ω \ u−1(0) 上で調和ならば，u は Ω 全体で調和である．

これらの結果が「一風変わっ」ている点は，多くの研究においては定義域内のある

決められた集合の除去可能性を論じているのに対し，像集合（ここでは 1 点）の方

を考え，その逆像の除去可能性を論じている点である．微分幾何学における Sard の

定理に代表されるように，像集合に着目して特異性を論じることは大変興味深い．

この種の「等高面の除去可能性」に関する問題については，一般の線形楕円型偏微

分方程式に対しては Šabat [20]，p-Laplace 方程式や一般の準線形方程式に対しては

Kilpeläinen, Juutinen-Lindqvist [12, 14, 15] による結果がある．しかしながら，完全

非線形方程式に対してはこれまで研究はなされていなかった．また，等高面の除去

可能性に関するこれまでの研究は楕円型方程式についてのみなされており，放物型方

程式に対しては（線形・非線形にかかわらず）結果は知られていなかった．（ただし，

Juutinen-Lindqvist の論文 [15] において（準線形）放物型方程式に対しても結果が

得られるというコメントがある．しかし定理の形としては述べられていない．）

本稿では，完全非線形楕円型偏微分方程式

F (x, u,Du,D2u) = 0 in Ω ⊂ Rn (1)

1研究集会「偏微分方程式と現象：PDEs and Phenomena in Miyazaki 2007」，2007 年 11 月 17日
2E-mail : takimoto@math.sci.hiroshima-u.ac.jp
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および完全非線形放物型偏微分方程式

ut + F (t, x, u,Du,D
2u) = 0 in O ⊂ Rt × Rnx (2)

に対して次の問題を考察する．

問題．　関数 uが，領域全体から uの 0-等高面 u−1(0) = {x ∈ Ω | u(x) = 0}
or {(t, x) ∈ O | u(t, x) = 0} を除いた集合上で方程式 (1) または (2) の解で

あるならば，実は u は領域全体で (1) または (2) の解となっているか？

ここで，我々は「解」として粘性解を考える．以下，本稿では主に楕円型方程式 (1)

について考える．次の節では (1) の粘性解の定義を与える．第 3 節で主結果を述べ，

その証明のスケッチを第 4 節で述べる．第 5 節では放物型方程式 (2) に対する結果

および F (x, u,Du,D2u) が Du = 0 において特異性を持つ場合の等高面の除去可能

性について結果を与える．最後に第 6 節で最近の進展について触れて本稿を終える．

2　準備 ～粘性解の定義～

ここでは，完全非線形楕円型方程式 (1) の粘性解の定義を与える．粘性解理論は

1980 年代以降 Crandall, Evans, 石井, Jensen, Lions ら多くの数学者によって発展し

てきた．詳しくは [6, 7, 9, 11] などを参照されたい．

以下，Sn×n を n 次実対称行列全体とし，Sn×n に次の（半）順序を導入する：

X,Y ∈ Sn×n に対して X ≤ Y def⇐⇒ (Y −X)ξ · ξ ≥ 0 (∀ξ ∈ Rn). (3)

また，以下の記号を用いる．

USC(Ω) = {u : Ω→ [−∞,∞), u は Ω で上半連続関数 }, (4)

LSC(Ω) = {u : Ω→ (−∞,∞], u は Ω で下半連続関数 }. (5)

いま，Ω を Rn 内の領域とする．このとき，F = F (x, u,Du,D2u) が次の 2 つの

条件を満たすと仮定する．

(A1) F : Ω× R× Rn × Sn×n → R は連続関数．

(A2) F は退化楕円型である．即ち ∀x ∈ Ω, ∀r ∈ R, ∀q ∈ Rn, ∀X, ∀Y ∈ Sn×n に対し，

X ≥ Y ならば F (x, r, q,X) ≤ F (x, r, q, Y ). (6)

Definition 2.1.　Ω を Rn 内の領域とし，条件 (A1), (A2) が成立していると仮定

する．

(i) u ∈ USC (Ω) が (1) の粘性劣解　　　　　　　　

x0

u

ϕdef⇐⇒ u 6≡ −∞，かつ ∀x0 ∈ Ω, ∀ϕ ∈ C2(Ω) に対して

　　 u− ϕ が x0 において最大値 0 を取るならば

　　 F (x0, u(x0), Dϕ(x0), D
2ϕ(x0)) ≤ 0．
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(ii) u ∈ LSC (Ω) が (1) の粘性優解
def⇐⇒ u 6≡ ∞，かつ ∀x0 ∈ Ω, ∀ϕ ∈ C2(Ω) に対して

　　 u− ϕ が x0 において最小値 0 を取るならば

　　 F (x0, u(x0), Dϕ(x0), D
2ϕ(x0)) ≥ 0．

(iii) u ∈ C(Ω) が (1) の粘性解
def⇐⇒ u は (1) の粘性劣解かつ粘性優解．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

x0

u

ϕ

このとき，条件 (A1), (A2) の下では，u ∈ C2(Ω) が (1) の古典解であるならば，

u は (1) の粘性解であることが容易に証明できる．従って粘性解は古典解より弱い意

味の解（即ち，広い意味の解）となっていることがわかる．

次に，(1) に対して別の粘性解 (relaxed viscosity solution) の概念を与える．粘性

解との違いは，試験関数 ϕ と “touching point” x0 が Dϕ(x0) = 0 を満たす時は何も

要求しないことである．

Definition 2.2.　Ω を Rn 内の領域とし，条件 (A1), (A2) が成立していると仮定

する．

(i) u ∈ USC (Ω) が (1) の relaxed viscosity subsolution
def⇐⇒ u 6≡ −∞ かつ ∀x0 ∈ Ω, ∀ϕ ∈ C2(Ω) に対して

　　 u− ϕ が x0 において最大値 0 を取り，かつ Dϕ(x0) 6= 0 ならば

　　 F (x0, u(x0), Dϕ(x0), D
2ϕ(x0)) ≤ 0．

(ii) u ∈ LSC (Ω) が (1) の relaxed viscosity supersolution
def⇐⇒ u 6≡ ∞ かつ ∀x0 ∈ Ω, ∀ϕ ∈ C2(Ω) に対して

　　 u− ϕ が x0 において最小値 0 を取り，かつ Dϕ(x0) 6= 0 ならば

　　 F (x0, u(x0), Dϕ(x0), D
2ϕ(x0)) ≥ 0．

(iii) u ∈ C(Ω) が (1) の relaxed viscosity solution
def⇐⇒ uは (1)の relaxed viscosity subsolutionかつ relaxed viscosity supersolution.

明らかに u が (1) の粘性解ならば relaxed viscosity solution である．後に，ある

条件の下では，粘性解と relaxed viscosity solution の概念が一致することを示す（準

線形方程式の場合は [15] で示されている）．また，この定義を用いて Du = 0 上で

特異性を持った方程式に対して，等高面の除去可能性に関する定理を述べる．

3　主結果

この節では完全非線形楕円型方程式 (1) に対する等高面の除去可能性に関する定理

について述べる．

Theorem 3.1.　 Ω を Rn 内の領域とし，(A1), (A2) および次の 2 つの条件を仮

定する．
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(A3) 任意の x ∈ Ω に対して F (x, 0, 0, O) = 0.

(A4) α > 2 が存在し，任意のコンパクト集合 K b Ω に対して，ある ε > 0,

C > 0, ωK(0) = 0 かつ非減少な関数 ωK ∈ C([0,∞)) があって次を満たす：

x, y ∈ K, r, s ∈ (−ε, ε), j ≥ C, X, Y ∈ Sn×n が

−3j(α− 1)|x− y|α−2I2n ≤
Ã
X O

O −Y

!
≤ 3j(α− 1)|x− y|α−2

Ã
In −In
−In In

!
(7)

を満たすならば

F
¡
y, s, j|x− y|α−2(x− y), Y

¢
− F

¡
x, r, j|x− y|α−2(x− y), X

¢
≤ ωK

¡
|r − s|+ j|x− y|α−1 + |x− y|

¢
. (8)

このとき，u ∈ C1(Ω) が Ω \ u−1(0) で方程式 (1) の粘性解ならば，u は Ω 全体で

(1) の粘性解である．

Remark 3.1. (i) 条件 u ∈ C1(Ω) は optimal なものであり，u ∈ C0,1(Ω) に弱める

と定理が成立しないような反例が存在する．例えば

u(x) = |x1|, x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω = B1 = {|x| < 1} (9)

は Ω \ u−1(0) = B1 \ {x1 = 0} において −∆u = 0 の古典解であるが（従って粘性解

でもある），Ω = B1 全体では −∆u = 0 の粘性解とはなっていない．

(ii) Theorem 3.1において，(A1), (A2)は自然な条件であり，u ≡ 0が解とならなけ

ればいけないので (A3)は必要条件であるのだが，(A4)は条件が成立するのをチェッ

クするには複雑である．ところが，F (x, r, q,X) = F̃ (q,X) または F (x, r, q,X) =

F̃ (q,X) + f(r) の場合は，(A1), (A2) の下で (A4) は自動的に成立する．即ち次の

結果を得る．

Corollary 3.2.　 Ω を Rn 内の領域とし，F̃ = F̃ (q,X), f = f(r) が次の条件を満

たすと仮定する．

(B1) F̃ は Rn × Sn×n 上連続かつ退化楕円型．

(B2) f は R 上連続．

(B3) F̃ (0, O) + f(0) = 0.

このとき，u ∈ C1(Ω) が Ω \ u−1(0) で

F̃ (Du,D2u) + f(u) = 0 (10)

の粘性解ならば，u は Ω 全体で (10) の粘性解である．

Example 3.1.　この定理により初めて完全非線形方程式に対しても等高面の除去可

能性定理が得られただけでなく，これまでの研究結果の多くを包括するものとなって

いる．Theorem 3.1 が適用できる方程式の例を次に挙げる．
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(i) Laplace 方程式 −∆u = 0. (Beckenbach [1], Green [8], Král [13])
(ii) Poisson 方程式 −∆u = f(u). （例えば f(u) = |u|p−1u (p > 0)）
(iii) 一般の斉次線形楕円型方程式 (Šabat)

−
nX

i,j=1

aij(x)Diju(x) +

nX
i=1

bi(x)Diu(x) + c(x)u(x) = 0. (11)

　　（例えば aij(x) がリプシッツ連続，bi(x), c(x) が連続であれば O.K.）

(iv) 極小曲面方程式 −div(Du/
p
1 + |Du|2) = 0.

(v) p-Laplace 方程式 (Kilpeläinen [12], Juutinen-Lindqvist [14])

−∆pu := −div
¡
|Du|p−2Du

¢
= 0, p > 2. (12)

(vi) 一般の準線形楕円型方程式 (Juutinen-Lindqvist [15])

−
nX

i,j=1

aij(x, u,Du)Diju+ b(x, u,Du) = 0. (13)

　　例えば ∞-Laplace 方程式 −∆∞u = −
Pn

i,j=1DiuDjuDiju = 0 のような非発散

　　型の方程式を含むことに注意する．

(vii) Pucci 方程式

−M±
λ,Λ(D

2u) = f(u). (14)

　　ただし，0 < λ ≤ Λ, X ∈ Sn×n に対して

M+
λ,Λ(X) = Λ

X
ei>0

ei + λ
X
ei<0

ei, M−
λ,Λ(X) = λ

X
ei>0

ei + Λ
X
ei<0

ei. (15)

　　ここで，ei (i = 1, . . . , n) は X の固有値（Pucci 方程式については例えば [2, 18]

　　を見よ）．この方程式は一様楕円型の完全非線形方程式の例である．（ただし λ = Λ

　　 の時は M±
λ,Λ(D

2u) = λ∆u である）

(viii) Monge-Ampère 方程式

− det(D2u) = f(u). (16)

　　方程式 (16) は C2 級関数全体で退化楕円型になっていない（即ち条件 (A2) を

　　満たしていない）が，C2 級の凸関数上では退化楕円型である．しかし我々が

　　 (16) を扱う際には解を凸関数のクラスで考えるので，次節の議論を修正すれば

　　 (16) に対しても等高面の除去可能性定理を得ることができる．

(ix) Hessian 方程式

F (λ1, . . . ,λn) = f(u). (17)
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　　ここで F は対称関数，λi (i = 1, . . . , n) は D2u の固有値（[3] などを見よ）．も

　　し F (λ1, . . . ,λn) = −
Pn

i=1 λi ならば Poisson方程式，F (λ1, . . . , λn) = −
Qn
i=1 λi

　　ならば Monge-Ampère 方程式である．

(x) Gauss 曲率方程式

− detD2u = f(u)
¡
1 + |Du|2

¢n+2
2 . (18)

(xi) 曲率方程式

F (κ1, . . . ,κn) = f(u). (19)

　　ここで F は対称関数，κi (i = 1, . . . , n)は uのグラフの主曲率（[4]などを見よ）．

　　もし F (κ1, . . . ,κn) = −
Pn

i=1 κi ならば平均曲率方程式，F (κ1, . . . , κn) = −
Qn
i=1 κi

　　ならば Gauss 曲率方程式である．

4　Theorem 3.1 の証明のスケッチ

この節では Theorem 3.1 の証明の概略を述べる．証明のアイディアは Juutinen-

Lindqvist [15] に従っている．詳細は [21] を参照されたい．以下，x ∈ Rn と r > 0

に対して Br(x) = {z ∈ Rn | |z − x| < r} と書くことにする．

いま，u が Ω 全体での (1) の粘性劣解ではないと仮定する．即ち，∃x0 ∈ Ω, ∃ϕ ∈
C2(Ω) s.t.

u(x0) = ϕ(x0), (20)

u(x) < ϕ(x) for x 6= x0, (21)

μ := F (x0, u(x0), Dϕ(x0), D
2ϕ(x0)) > 0. (22)

ここで，u が Ω \ u−1(0) 上で F = 0 の粘性劣解であるという仮定より u(x0) = 0 で

あることがわかる．

この定理の証明の難しさは特異集合（等高面）の大きさがアプリオリにわからない

ことにある．従って，次のように場合分けを行う．

Case 1. Dϕ(x0) 6= 0 の場合

このときは，Dϕ(x0) = Du(x0) 6= 0 に注意すると，陰関数定理より，等高面 {u =
0}, {ϕ = 0} は x0 の近傍でそれぞれ C1 級超曲面，C2 級超曲面をなしている．さら

に，次が成立する．

　 • ∃ρ > 0 s.t. {u < 0} ⊃ {ϕ < 0} in Bρ(x0).

　 • ∃z ∈ {ϕ < 0}, ∃ρ0 ∈
³
0,
ρ

2

´
s.t. Bρ0(z) ⊂ {ϕ < 0} かつ x0 ∈ ∂Bρ0(z).

一般性を失うことなく，x0 = 0, z = (0, . . . , 0, ρ
0) と仮定してよい．（次頁の図を参照

せよ）
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{ϕ > 0}

{ϕ < 0}
x0 = 0

{u < 0}

{u > 0}

{ϕ = 0}

{u = 0}

Bρ(x0)

ρ0

z

Bρ0(z)

xn x1, . . . , xn−1

任意の δ ∈ (0, ρ0) に対して，関数 ψδ を

ψδ(x) := ϕ(x)−
µ
δ2xn −

δ

2
|x|2

¶
(23)

と定義する．このとき，wδ := u− ψδ は次を満たす．

(i) wδ(0) = u(0)− ϕ(0) = 0.

(ii) Dnwδ(0) = Dn(u− ϕ)(0) + δ2 = δ2 > 0.

(iii) もし δ2xn = δ|x|2/2（即ち x ∈ ∂Bδ(0, . . . , 0, δ)）ならば

wδ(x) = u(x)− ϕ(x) ≤ 0. (24)

従って，∃xδ ∈ Bδ(0, . . . , 0, δ) s.t. wδ(xδ) = sup{wδ(x) | x ∈ Bδ(0, . . . , 0, δ)} を得る．

このとき，xδ ∈ Bδ(0, . . . , 0, δ) ⊂ Bρ0(z) ⊂ {u < 0} と，u は {u 6= 0} においては

F = 0 の粘性劣解であることから，

F
¡
xδ, u(xδ), Dψδ(xδ), D

2ψδ(xδ)
¢
≤ 0 (25)

が得られる．ここで δ → +0 の極限を取ると

xδ → 0, (26)

u(xδ)→ u(0) = 0, (27)

Dψδ(xδ) = Dϕ(xδ)− δ2 · t(0, . . . , 0, 1) + δxδ → Dϕ(0), (28)

D2ψδ(xδ) = D
2ϕ(xδ) + δIn → D2ϕ(0). (29)

仮定 (A1) より，

μ = F (0, 0, Dϕ(0), D2ϕ(0)) ≤ 0 (30)

を得るが，これは (22) に矛盾である．
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Case 2. Dϕ(x0) = 0 の場合

このときは，定理の仮定の下では，粘性解の定義において試験関数 ϕ と “touching

point” x0 が Dϕ(x0) = 0を満たすならば自動的に F (x0,ϕ(x0), Dϕ(x0), D
2ϕ(x0)) ≤ 0

(≥ 0) が成り立つことを示す．具体的には次の定理を示す．

Lemma 4.1.　Ω を Rn 内の領域とする．(A1), (A2)と次を仮定する．

(A3)’ 任意の x ∈ Ω, r ∈ R に対して F (x, r, 0, O) = 0.

(A4)’ α > 2 が存在し，任意のコンパクト集合 K b Ω× R に対して，ある ε > 0,

C > 0, ωK(0) = 0 かつ非減少な関数 ωK ∈ C([0,∞)) があって次を満たす：

(x, r), (y, s) ∈ K, j ≥ C, X, Y ∈ Sn×n が

−3j(α− 1)|x− y|α−2I2n ≤
Ã
X O

O −Y

!
≤ 3j(α− 1)|x− y|α−2

Ã
In −In
−In In

!
(31)

を満たすならば

F
¡
y, s, j|x− y|α−2(x− y), Y

¢
− F

¡
x, r, j|x− y|α−2(x− y), X

¢
≤ ωK

¡
|r − s|+ j|x− y|α−1 + |x− y|

¢
. (32)

このとき，u ∈ C(Ω) が (1) の relaxed viscosity subsolution (resp. relaxed viscosity

supersolution) であることと，(1) の粘性劣解（resp. 粘性優解）であることは同値で

ある．

証明は [21] を参照されたい．これらより u が方程式 (1) の粘性劣解であることが

証明された．u が粘性優解であることも同様に証明され，Theorem 3.1 が得られる．

5　放物型方程式と特異性を持った方程式についての結果

(i) 放物型方程式

楕円型方程式の場合と同様の議論により，完全非線形放物型方程式 (2) の場合にも

等高面の除去可能性に関する定理を得ることができる．証明は省略する．

Theorem 5.1. [21]　O を R×Rn 内の領域とする．次の条件を満たすと仮定する．

(C1) F : O × R× Rn × Sn×n → R は連続関数．

(C2) F は退化楕円型である．

(C3) 任意の (t, x) ∈ O に対して F (t, x, 0, 0, O) = 0.

(C4) α > 2 が存在し，任意のコンパクト集合 K b O に対して，ある ε > 0,

C > 0, ωK(0) = 0 かつ非減少な関数 ωK ∈ C([0,∞)) があって次を満たす：
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(t, x), (t0, y) ∈ K, r, s ∈ (−ε, ε), j ≥ C, X,Y ∈ Sn×n が

−3j(α− 1)|x− y|α−2I2n ≤
Ã
X O

O −Y

!
≤ 3j(α− 1)|x− y|α−2

Ã
In −In
−In In

!
(33)

を満たすならば

F
¡
t0, y, s, j|x− y|α−2(x− y), Y

¢
− F

¡
t, x, r, j|x− y|α−2(x− y), X

¢
≤ ωK

¡
|t− t0|+ |r − s|+ j|x− y|α−1 + |x− y|

¢
. (34)

このとき，u ∈ C1(O) が Ω \ u−1(0) で方程式 (2) の粘性解ならば，u は O 全体で

(2) の粘性解である．

Remark 5.1.　楕円型の場合と同様に，もし F が F̃ (q,X) + f(r) の形をしている

ならば，F̃ と f の連続性，F̃ の退化楕円性，および F̃ (0, O) + f(0) = 0 を仮定すれ

ば方程式 (2) の解の等高面の除去可能性を示すことができる．

Example 5.1.　Theorem 5.1 が適用することができる方程式の例を挙げる．

(i) 熱方程式 ut −∆u = 0.
(ii) 放物型 p-Laplace 方程式 ut −∆pu = 0 (p > 2).

(iii) 放物型 Monge-Ampère 方程式 ut − (detD2u)
1/n
= 0.

(iv) Gauss 曲率流方程式 ut − detD2u/ (1 + |Du|2)(n+1)/2 = 0.

(ii) 特異性を持った方程式

ここでは簡単のために F が Du および D2u 変数のみに依存している場合，即ち

F (Du,D2u) = 0, (35)

ut + F (Du,D
2u) = 0 (36)

を考える．さらに，F が (Rn \ {0})× Sn×n で定義されている場合について考察する．

ただし，F が幾何学的であることは仮定しない（幾何学的の定義は [5] を参照せよ）．

Example 5.2.　特異性を持った方程式の例を挙げる．

(i) p-Laplace 方程式 −∆p = 0 で 1 < p < 2 の場合．

(ii) 放物型 p-Laplace 方程式 ut −∆pu = 0 で 1 < p < 2 の場合．

(iii) 平均曲率流方程式 ut − |Du|div(Du/|Du|) = 0．これは，u の等高面 Γc :=

　　　 {u(t, ·) = c} が平均曲率に従って動くことを記述する方程式である．

(iv) 放物型 ∞-Laplace 方程式 ut −∆∞u/|Du|2 = 0.
どれも物理学・幾何学で現れる重要な方程式である．

ここでは放物型方程式 (36) に対する等高面の除去可能性定理についてのみ述べる．

その前に，特異性を持った方程式 (36) の粘性解の定義を与える．以下の定義は大沼-

佐藤 [17] による（[10, 16] も見よ）．
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いま，F(F ) および Σ を以下のように定義する：

F(F ) =
n
f ∈ C2([0,∞))

¯̄̄
f(0) = f 0(0) = f 00(0) = 0, (37)

f 00(r) > 0 (∀r > 0), かつ lim
x→0

F (Df(|x|), D2f(|x|)) = 0
o
,

Σ = {σ ∈ C1(R) | σ(0) = σ0(0) = 0, σ(t) = σ(−t) > 0 (∀t > 0)}. (38)

このとき，F = F (q,X) が次を満たすと仮定する．

(D1) F : (Rn \ {0})× Sn×n → R は連続関数．

(D2) F は退化楕円型である．

(D3) F(F ) 6= ∅.
(D4) f ∈ F(F ), k > 0 ⇒ kf ∈ F(f).

O を R × Rn 内の領域とし，以下 (t, x) ∈ O, r > 0 に対して Br(t, x) = {(s, z) ∈
R×Rn | (s− t)2+ |z−x|2 < r2}と書くことにする．関数 ϕ ∈ C2(Ω)が admissible で

あるとは，Dϕ(t̂, x̂) = 0を満たす任意の (t̂, x̂) ∈ O に対して，ある f ∈ F(F ), σ ∈ Σ,
ρ > 0 が存在して Bρ(t̂, x̂) ⊂ O かつ

|ϕ(t, x)− ϕ(t̂, x̂)− ϕt(t̂, x̂)(t− t̂)| ≤ f(|x− x̂|) + σ(t− t̂) (∀(t, x) ∈ Bρ(t̂, x̂)) (39)

を満たすことを言う．

Definition 5.1.　O を R × Rn 内の領域とし，(D1), (D2), (D3), (D4) を仮定

する．

(i) u ∈ USC (O) が (36) の粘性劣解
def⇐⇒ u 6≡ −∞ かつ ∀(t0, x0) ∈ O, ∀ϕ : admissible に対して

　　 u− ϕ が (t0, x0) において最大値を取るならば(
ϕt(t0, x0) + F (Dϕ(t0, x0), D

2ϕ(t0, x0)) ≤ 0 if Dϕ(t0, x0) 6= 0,
ϕt(t0, x0) ≤ 0 if Dϕ(t0, x0) = 0.

(40)

(ii) u ∈ LSC (O) が (36) の粘性優解
def⇐⇒ u 6≡ ∞ かつ ∀(t0, x0) ∈ O, ∀ϕ : admissible に対して

　　 u− ϕ が (t0, x0) において最小値を取るならば(
ϕt(t0, x0) + F (Dϕ(t0, x0), D

2ϕ(t0, x0)) ≥ 0 if Dϕ(t0, x0) 6= 0,
ϕt(t0, x0) ≥ 0 if Dϕ(t0, x0) = 0.

(41)

(ii) u ∈ C(O) が (36) の粘性解
def⇐⇒ u は (36) の粘性劣解かつ粘性優解．
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このとき，次が成り立つ．

Theorem 5.2. [21]　O を R× Rn 内の領域とし，(D1), (D2), (D3), (D4) を仮

定する．このとき，u ∈ C1(O) が O \ u−1(0) 上で (36) の粘性解ならば，u は O 全

体で (36) の粘性解である．

6　最近の進展

これまでは特異集合として「像集合が 1 点」の場合を考えてきた．それでは，「1

点」を R の部分集合 E に拡張するとどのようになるかを考えるのは自然である．即

ち，次の問題を考えてみよう．

問題．　E ⊂ R とする．関数 u が，領域全体から u−1(E) を除いた集合上

で方程式 (1) または (2) の解であるならば，実は u は領域全体で (1) または

(2) の解となっているか？

この種の問題については，Laplace方程式に対して Král [13]が考えているが，我々

の知る限り，それ以外の方程式に対しては研究結果は得られていない．

ところが，この問題を解くことは非常に難しい．E の定量的な性質が必要である

ため粘性解を用いて解析することは困難であると思われる．現在のところ，Laplace

方程式や Monge-Ampère 方程式を含む方程式族である「k-Hessian 方程式」，および

平均曲率方程式や Gauss 曲率方程式を含む方程式族である「k-曲率方程式」につい

て部分的な結果を得ている（現在 [22] にて論文の投稿準備中である）．
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大腸菌のパターン形成

川上　裕典∗ 、櫻井　建成
千葉大学大学院理学研究科

1 はじめに
生物は、時々刻々と変化する自然現象に対応するため数十世代にわたり蓄積し獲
得してきた情報を遺伝子に書き込み後世に伝えてきた。遺伝子発現や組換えを基礎
とした遺伝子工学は医療や工学的応用を含め生命の理解を深めると考えられており、
その発展が期待されている。一方、生物の神経上の情報伝達は電気インパルスを用
いることにより行われている。この電気インパルス伝搬は、HodgkinとHuxleyによ
り見いだされ、また、非線形現象であることが確かめられている。このように生物
は、遺伝子による蛋白の発現だけでなく物理現象を”うまく”使うことにより、情報
処理を行い生命活動を維持している。しかし、遺伝子工学を駆使した研究で、マク
ロな物理現象（リズムやパターンの形成）との接点を求めている研究は少ない。細
胞レベルでの遺伝子の役割と物理現象の役割を明らかにすることにより、二つの役
割の接点や重要性を探ることが今後の課題と考えている。
さて、非線形数理、もしくは、非線形動力学の立場から生物のパターン形成はど
のように理解されてきたのであろうか？それらの理解を目指した代表的な例として
は、細胞性粘菌の集合時のらせん状 cAMPパターン [1]、熱帯魚のチューリングパ
ターン [2]、枯草菌のコロニー形成 [3]、大腸菌のパターン形成 [4]、等が挙げられる。
特に大腸菌は、代謝経路、外部刺激を受け取る受容体、受容体から鞭毛を駆動する
経路や蛋白などが良くわかっている。また蛋白の発現経路やレセプターの機能を無
効にすることが、遺伝子操作により簡単に行える。細胞レベルでの遺伝子の役割や
場として必要な蛋白の同定と物理現象の役割を明らかにするためのモデル生物とし
有力な候補となりうる生物であろう。具体的には、大腸菌に濃度勾配を感じて動く
（走化性）、光の輝度勾配を感じて動く（走光性）、温度勾配を感じて動く（走温性）
機能を持たせ、また、不必要な代謝経路などをノックアウトし、それぞれの役割や
その接点と重要性を明らかにすることができるであろう。
本報告では、BudreneとBergにより行われた大腸菌が示すパターン形成について

紹介するとともに、大腸菌の特徴についてまとめたい。

∗hero@graduate.chiba-u.jp
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2 大腸菌について
大腸菌は鞭毛を巧みに操ることにより空間的に移動している。一つは、回転運動
と直線運動をランダムに繰り返すことにより、ブラウン運動に似た動きをすること
である。もう一つは、特定の化学物質の濃度の高い、もしくは、低い方向に自ら移
動することである（走化性 [5]）。表 1および図１に示すように、大腸菌には５つの
走化性受容体 [6]があり、それぞれ特定の化学物質に対して反応する [7]。受容体で
感知された情報により、Cheタンパク質を介し鞭毛の動き方やその方向が決まるこ
とや、tsr受容体が他の受容体に対して優位に働くことなど多くのことが知られてい
る。BudreneとBergは、wild株 (受容体欠損なし)および tsr欠損した走化性大腸菌
が寒天培地内 (約 0.2%)を中心から swarm ring が広がっていく過程で、大腸菌自身
が寒天培地内の栄養素を代謝し、誘引物質 (aspartate)を放出し、その誘引物質に向
かって動く走化性によりパターン形成をすること、carbon source(succinate)の濃度
変化によりパターンが変化することを報告した [8, 9]。彼らの実験結果はその見事ま
での美しさから多くの研究者の注目を集めた。図 2、3はBudreneらの実験の再現を
試みた結果である。carbon sourceである succinateの濃度が低いとき、大腸菌が高
密度に分布しているリング状のパターン（図 2：swarm ring）が伝搬し、succinate

の濃度がある程度高くなると swarm ring の後ろからドットが出現し、その後動かな
くなる（図 3）。
一方、大腸菌が示すパターン形成を記述するための数理モデルも提案されている。
大腸菌は、細胞分裂すること、ブラウン運動をしていること、走化性を示すこと、
carbon sourceを食べ尽くすと休止期（動かなくなり、細胞分裂もしない）に入るこ
となどの特徴がある。Ben-Jacobらは、inactive bacteriaを表現した’triggering’field

を導入した増殖・拡散・移流モデルを提案した [10, 11]。Budreneらの実験結果では、
swarm ringからドットが不安定化して出ていることに対し、Ben-Jacobらの数値計
算では一様定常解が不安定化してパターン形成が起こっているように見える。この
ようにこれらのモデルでは Budreneらの実験結果をすべて説明することができず、
更なる実験を通した数理モデルの改良が望まれる。
次章では、大腸菌のパターン形成の実験方法や各種受容体欠損株を用いた実験の
紹介をするとともに、swarm ringとドットの形成メカニズムを紹介する。

表 1: 走化性受容体の種類と、それに対応する化学物質。+は濃度勾配の高い方に進
み (正の走化性)、-は濃度勾配の低い方に進む (負の走化性)

走化性受容体 化学物質
tsr serine+ , acetate− , benzoate− , indole− , leucine−

tar aspartate+ , maltose+ , Ni2+

trg glucose+ , galactose+ , ribose+ , phenol−

tap dipeptides+

aer oxigen+/−
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図 1: 大腸菌の走化性に関係するタンパク質の反応機構の概図。レセプターで誘引
物質などの化学物質を感知し、Cheタンパク質により鞭毛の動きが決まる。レセプ
ターにより感知する化学物質が異なり（表 1 ）、Cheタンパク質の on , offで鞭毛の
回転方向が決まる。

図 2: 大腸菌株HCB317(tsr欠損)株による swarm ringパターン。succinate 2[mM]。
白色は大腸菌の密度が高い場所を表しており、その高密度のリングが伝搬している。

図 3: 大腸菌株HCB317(tsr欠損)株によるドットパターン。succinate 3[mM]。swarm

ringのすぐ後ろでドットが出現し、その後動かなくなる。swarm ringの伝搬ととも
にそれらを繰り返している。
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3 実験方法
本実験では走化性大腸菌株 RP437(wild type：受容体の欠損なし) , HCB317(tsr

欠損) , RP5869(tar, tap欠損)を用いた (表 2)。また、寒天培地（0.2%）は内直径
84[mm]のプラスチックシャーレ内に寒天培地溶液 10[mL]を注ぎ、水平に静置し固
定した。ここで、寒天培地としてM9 minimal mediumを用いており、その組成を
表 3に示す。M9 medium には 4種のアミノ酸、carbon sourceとして succinate、も
しくは、galactose (実験により濃度を変化させる)を混ぜている。また、vital dyeを
加えることにより、休止期の大腸菌を赤く染めることができる。実験には、高密度
の大腸菌を用いることから、大腸菌を増殖させるため、プレカルチャー溶液内で大
腸菌が飽和するまで培養する (約 1× 108bacteria/mL)。このとき、プレカルチャー
溶液には餌として α− ketoglutalateを用いている。そしてこのプレカルチャーした
大腸菌を遠沈分離し (7.2rpm , 2min)、寒天培地中央に 5[µL]滴下し、室温 25± 1℃
で観察を行う。

表 2: 実験で用いた走化性大腸菌の種類と欠損受容体

大腸菌株 欠損受容体
RP437 欠損なし

HCB317 tsr

RP5869 tar , tap

表 3: 寒天培地（M9 media） の組成。

栄養素 濃度
アミノ酸 L-leucine 20µg/mL

L-leucine 20µg/mL

L-histidine 20µg/mL

L-methionine 20µg/mL

carbon source succinate 1 − 3mM

galactose 1 − 3mM

(pre-culture) α− ketoglutalate 5mM

vital dye tetrazolium red 50µg/mL
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4 実験結果

4.1 準２次元パターン

それぞれの大腸菌株におけるパターンの違いを図 4-7にしめす。図 4は tar欠損
（RP5869）した大腸菌の実験結果である。ここで、carbon sourceとして succinate

を用いている。大腸菌は代謝により図 8青線のように aspartateを生成していると
考えられるが、RP5869では aspartateに反応する受容体が欠損しており、走化性の
特徴が出にくいためディスク状で広がるパターンになったと考えられる。図 5は、
carbon sourceとして galactoseを用いた大腸菌 RP5869の実験結果である。大腸菌
の代謝により galactoseが消費され、図 8緑線のように galactoseの空間分布が作ら
れていると考えられる。その空間分布に依存して大腸菌が波頭に向かって走るため、
リング状のパターンが形成されていると考えられる。
次に、受容体欠損のない大腸菌RP437、carbon sourceとして galactoseを用いた

実験結果を図 6に示す。swarm ring が時間とともに広がっている様子がわかる。ま
た、galactoseの濃度を上げても同じ結果がでることを確認している。図 7は大腸菌
RP437、carbon sourceとして succinateの場合の結果である。中央から swarm ring

が広がり、そのリングからコロニー（ドット）を形成している様子がわかる。
以上まとめると、

（１）aspartate、および、galactoseなど大腸菌が自ら作り出した化学物質の空間分布
に依存して引き寄せられる走化性をもつ大腸菌株においては、swarm ringが出現す
る。つまり、図8に示すように、大腸菌がブラウン運動（拡散）により前方へ進んでい
くとともに、大腸菌自らが aspartateや galactoseなどの誘引物質の空間分布を作り、
波頭に向かって泳ぐことにより swarm ringを作り出していると考えることができる。
（２）aspartateへの走化性をもち、餌が走化性のないsuccinateの場合（図3：HCB317、
図 7：大腸菌RP437）には、succinateの初期濃度に依存して、コロニーを落として
いく swarm ringが出現している。このことは、上述したように大腸菌がリングの法
線方向に集まることにより形成された swarm ringにおいて、細胞の数が多くなりす
ぎたため、図 9のようにリングの接線方向に誘引物質の不均一が生まれ、大腸菌が
リングの接線方向に沿って走化性により進んでいき、ドットパターンができると想
像される。

　

　　　
(a) 33h (b) 99 h (c) 165h 　

　
図 4: 大腸菌株RP5869 、succinate 3mM。
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(a) 0h (b) 100 h (c) 167h 　

　
図 5: 大腸菌株RP5869 、D-galactose 1mM。

　

　　　
(a) 40h (b) 80 h (c) 160h 　

　
図 6: 大腸菌株RP437 、D-galactose 1mM。

　

　　　
(a) 0h (b) 33 h (c) 66h 　

　
図 7: 大腸菌株RP437 、succinate 3[mM]。
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図 8: 大腸菌密度と化学物質の空間分布図 (予想図)。横軸は心からシャーレ外側に向
かう swarm ring の進行方向の軸、縦軸は赤は大腸菌の濃度、青は誘引物質の濃度、
緑は栄養素の密度を表している。

図 9: 集合体のできるメカニズム。図上のグラフ横軸は swarm ring の横方向。縦軸
は大腸菌濃度、誘引物質の濃度を表している。

4.2 ３次元パターン

さて、swarm ringが上述のようなメカニズムにおいて発生するのであれば、空間
３次元においても同様な現象が発生するはずである。図 10に直径 13mmの試験管
中、および、一辺 50mmの四角い瓶の中での大腸菌パターンを示す。図 10(a)では
試験管中で、大腸菌が swarm ringに相当する面をもち上から下に伝搬してるこきの
スナップショットである。平面状の大腸菌密度の高い領域が試験管下部に進みなが
らある時間間隔で平面状のパターンを落としていくことにより、このようなパター
ンが発生している。準２次元では同心円状パターンが出現することに対応する [12]。
次に、試験管よりも広い領域を持った瓶中での結果を図 10(b)に示す。面状の大腸
菌密度の高い領域が半球状に広がっていく様子がみえる。この実験も試験管中での
実験と同じように、瓶中に培地を作成し、培地表面に大腸菌を一点接種した結果で
ある。図より、培地表面に複数のコロニーができていることがわかる。これらより、
３次元パターンにおいては、実験領域の違いにより異なったパターン形成をするこ
とが予想され、今後の実験報告を待ちたい。
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(a) 試験管（直径 13mm）での実験。
横から観測。大腸菌株 RP437。

　　 　　　
(b) 瓶 中 で の 実 験 。大 腸 菌 株
HCB317。

　

　

図 10: 3次元での実験結果。培地の組成は表 3と同じ。餌として succinate 3mM。

5 まとめ
以上、大腸菌のパターン形成を簡単にではあるが紹介させていただいた。Bergら

の実験を再現するとともに、３次元空間でのパターン形成において実験領域の違い
より異なったパターンを形成すると予想されることを示した。また、swarm ringと
ドットパターンの概略的な形成メカニズムを紹介した（図 8, 9）。パターン形成に対
して、大腸菌自身が代謝により放出した化学物質の空間分布が重要な働きをしてい
ると考えられているが、化学物質である aspartateの分布の計測などは行われておら
ず、詳細についてはわかっていない。Ben-Jacobらが提案した増殖・拡散・移流モデ
ル [10, 11]の妥当性などを議論するためには、aspartateなど走化性を誘引する化学
物質の空間分布の計測が必要であろう。また、餌が絶えず補給されている（inactive

bacteriaが存在しない）増殖・拡散・走化性モデル [13]において、六角形パターン
などが発生することが報告されている。今後は、栄養素を絶えず補給するフロー系
の実現など更なる実験システムの改良を行いたい。
最後に、私たちの興味の対象の一つとしては、
・生きているとは？
・生物が示すウェットで生々しい振る舞いが如何に記述できるか？
などが、非線形数理、もしくは、非線形動力学の立場からどのように理解できるか
ということが挙げられる。HodgkinとHuxleyによる神経興奮現象の記述に代表され
るように、生体機構の背景には物理的、数理的側面が潜んでいるに違いないと私た
ちは信じている。一方、タンパクの設計図であるDNA、生体の材料であるタンパク
質の研究は過去から現在まで盛んに行われてきている。その部品の分子機構とそれ
らが示すマクロな時間的・空間的秩序形成とが互いに相互作用し新たな秩序構造を
作り出す実験システムの構築が今後の課題であり、大腸菌はそのような実験システ
ムとしてよいモデル生物となりうる可能性がある。特に、これらの相互作用による
新しい秩序構造は、情報の伝達と伝達機構の再構築などニューラルネットワーク等
でも観測されている現象と同様のアナロジーを含んでおり、今後に期待したい。
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「不変領域を持つ反応拡散系における擾乱の伝播速度の有界性について」

����������� 梶木屋 龍治（長崎総合科学大学・工学部）

「(����	"�� �#�+	��+ 
��� ����� �+* ��$��+��" ����
	�� �1��	�#+�」

本研究集会は、以下の科学研究費補助金（基盤 ����：辻川、仙葉、壁谷／若手 �：北、矢崎）
課題番号 研究代表者 課題名

�������	 辻川 亨 移流項を含む反応拡散方程式による集合パターンの漸近解析
������
� 仙葉 隆 単純化された走化性方程式系の爆発解の挙動と爆発点に関する研究
�������� 壁谷喜継 非線形楕円型微分方程式における大域的分岐・不完全分岐の解明
��
���
� 北 直泰 非線形シュレーディンガー方程式の初期値問題における解の漸近挙動
��
���

 矢崎成俊 界面運動、結晶成長モデル、及び自由境界問題の数理解析
の援助を受けています。

世話人： 辻川 亨、仙葉 隆、壁谷喜継、北 直泰、矢崎成俊（宮崎大学）
連絡先： 辻川 亨 ������ ����������

〒 		������ 宮崎市学園木花台西 ��� 宮崎大学工学部材料物理工学科
������：����������� ��!�"����� �� �#

��$：��	���	�

	�／ ��	���	�
�		（事務室）% &'(：��	���	�
�	�



研究集会「PDEs and Phenomena in Miyazaki 2003」

日時： 2003年 10月 31日（金）～ 11月 2日（日）

会場： 宮崎大学工学部総合研究棟２階プレゼンテーション室 (D204)

案内： http://www.phys.miyazaki-u.ac.jp/math-l/shige/ppm/ppm2003.html

プログラム

10月 31日（金）

午後の部
14:30-15:20 黒木場正城（福岡大理）

「Maximal attractor and inertial sets for Eguchi-Oki-Matsumura equation」

15:40-16:30 三沢正史（熊大理）

「定平均曲率曲面の時間発展に対する初期値境界値問題」

16:40-17:30 村川秀樹・中木達幸（九大数理）

「ある移動境界問題の特異極限を用いた数値解法」

11月 1日（土）

午前の部
10:00-10:50 竹内慎吾（工学院大）

「空間非一様な飽和値をもつ退化楕円型方程式の解の形状」

11:00-11:50 石毛和弘（名大多元数理）

「Neumann条件下における semilinear heat equationの爆発問題について」



午後の部
13:30-14:20 石渡通徳（早大理工）

「Asymptotic behavior of some global solutions for

nonlinear parabolic problems with critical Sobolev nonlinearity」

14:30-15:20 水町徹（横浜市大理）

「Instability of nonradial bound states for 2D nonlinear Schrödinger equation」

15:40-16:30 飯島健太郎（茨城大理工）

「Laplace方程式のCauchy問題

および逆向き熱伝導問題の任意多点差分法を用いた数値解法」

16:40-17:30 櫻井建成（宇部高専）

「反応拡散モデルの情報処理への応用」

11月 2日（日）

午前の部
10:00-10:50 坂上貴之（北大理）

「極渦のある球面での渦層の運動」

11:00-11:50 長山雅晴（京大数研）

「反応拡散場での粒子運動の数理モデルについて」

12:00-12:50 大崎浩一（宇部高専）

「反応・拡散・移流方程式系に対するアトラクター」

本研究集会は、以下の科学研究費補助金（基盤 C(2)：辻川、仙葉、壁谷／若手 B：矢崎）
課題番号 研究代表者 課題名

15540128 辻川 亨 移流項を含む反応拡散方程式による集合パターンの漸近解析
15540176 仙葉 隆 単純化された走化性方程式系の爆発解の挙動と爆発点に関する研究
15540211 壁谷喜継 非線形楕円型微分方程式における大域的分岐・不完全分岐の解明
15740073 矢崎成俊 界面運動、結晶成長モデル、及び自由境界問題の数理解析
の援助を受けています。

世話人： 辻川 亨、仙葉 隆、壁谷喜継、矢崎成俊（宮崎大学工学部）
連絡先： 辻川 亨 (Tohru Tsujikawa)

〒 889-2192 宮崎市学園木花台西 1-1 宮崎大学工学部材料物理工学科
E-mail：tujikawa@cc.miyazaki-u.ac.jp
TEL：0985-58-7381／ 0985-58-7288（事務室）& FAX：0985-58-7289
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