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複素解析学的手法による Hele-Shaw 流の漸近挙動

小野寺 有紹 (東北大学大学院理学研究科)

本講演では, 複数の点から非圧縮粘性流体を注入したときに現れる Hele-Shaw

流に対し, 複素解析学的手法を用いて, 時間が十分経過した後の界面の形状につい
て考察する.

Hele-Shaw流とは, 間隔の狭い２枚の平行板の間に非圧縮性粘性流体を注入して
いくときに現れる流れであり, その流体の界面は時間に依存して変化する. これ
は以下のような数学的問題として定式化される. 平行板の間隔は十分小さいとし,

流体の流れは２次元であるとみなす. Ω(0) ⊂ R2 を初期時刻 t = 0において流体
が占める領域とし, 注入点 cj ∈ Ω(0), j = 1, 2, . . . , l からそれぞれ単位時間あたり
の注入量 αj > 0, j = 1, 2, . . . , l で流体を注入していく. 時刻 t > 0 において流
体が占める領域をΩ(t) とするとき, その境界 ∂Ω(t) の各点における法線方向の速
さは流体の圧力の法線微分に比例する. 一方, 時刻 t > 0 における流体の圧力分
布は, 各注入点 cj を極とする領域 Ω(t) の Green函数 g(x; cj, Ω(t)) の線形結合∑l

j=1 αjg(x; cj, Ω(t)) で表される. したがって, Hele-Shaw流の問題とは

(1) −
l∑

j=1

αj
∂g(x; cj, Ω(t))

∂nx

∂t

∂nx

= 1

をみたす {Ω(t)}t>0 を求める問題である. ただし, t = t(x) は x ∈ R2 \ Ω(0) に対
し x ∈ ∂Ω(t) となる時刻 t として定まる函数である.

方程式 (1)によって定式化された問題において, たとえ初期領域 Ω(0) の境界が
十分に滑らかであったとしても, Ω(t) の境界の滑らかさは先験的にはわからない.

そのため, 微分を含む定式化 (1)では解析が困難である. そこで, 境界の滑らかさを
要求しないような別の定式化が必要となる. Sakai [1]は, (1)をみたす {Ω(t)}t>0 は,

Ω(t) 上で劣調和かつ２次元 Lebesgue測度 m に関して可積分な函数族 SL1(Ω(t))

に対し,

(2)
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∫
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(
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)
をみたすことから, Hele-Shaw流の問題を (2)をみたす {Ω(t)}t>0 を求める問題と
してとらえ, 求積領域の理論を適用した. この (2)をみたす領域族 {Ω(t)}t>0 を
Hele-Shaw流の問題の弱解という.

求積領域の一般論により, m (Ω(0)) < ∞ をみたす領域 Ω(0) ⊂ R2 に対し, Hele-

Shaw流の弱解の存在が示される.

本講演では, 弱解 {Ω(t)}t>0 の t → ∞ での形状に対しえられた結果を報告する.

注入点が１個の場合, t → ∞ で界面 ∂Ω(t) は注入点を中心とする円へと漸近して



いくことが示される ([1]). では, 注入点が複数個の場合, 界面 ∂Ω(t) の漸近形は円
であろうか. また, そうだとすると円の中心の位置はどこであろうか.

次の定理が示すように, t → ∞ で界面 ∂Ω(t) は,

wl :=

∑l
k=1 αkck∑l

k=1 αk

を中心とする円へと漸近することがわかる.

定理. ある j0 ∈ {1, 2, . . . , l}, ρ > 0 に対し Ω(0) ⊂ D(cj0 , ρ)とする. ただし,

D(x, r) は点 x を中心とする半径 r の開円板を表す. このとき, (2)をみたす
{Ω(t)}t>0 に対し, 以下の評価が成り立つ:
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ここで,
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である. ただし, (3), (4)において, n次の置換 σ によって添え字 j, k を σ(j), σ(k)

に換えても同様の評価が成り立つ.
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