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本講演では結晶のスパイラル成長を表す数理モデルから、結晶表面上で見られる渦巻状のス
テップの運動を表す等高線法の数理モデルと、これを用いた結晶表面の成長速度を計算法を紹介
する。これらを用いて行った結晶表面の成長速度の解析に関する最近の研究について紹介する。
スパイラル成長とは、らせん転位と呼ばれる結晶の格子欠陥の助けを借りて成長する結晶成長

の物理モデルのことである。らせん転位とは結晶格子が部分的にずれることにより出来る線状の
格子欠陥のことで、これが結晶表面に現れるとステップが結晶表面上に供給される。このステッ
プに分子が吸着することで、ステップがらせん面を駆け上がるように前進し、結晶が成長する。結
晶成長理論 ([BCF])によるとステップの前進速度は駆動力付き曲率流方程式

V = v∞(1 − ρcκ) (1)

で与えられることが知られている。ここで V はステップの描く曲線の法線方向への移動速度、κ
は V と反対向きの法ベクトルに対する曲率、v∞は直線状のステップの移動速度、ρcは臨界曲率
半径と呼ばれる定数である。この運動によりステップは渦巻模様を描き、時間が経つとこの渦巻
模様は一定の形を取りながらそのまま回転するように見える。
この渦巻模様の運動について、らせん転位が複数ある場合はステップ同士が衝突するので、等

高線法のアイデアを用いて表現する。等高線法を用いる上での最大の難点は渦巻曲線が領域を内部
と外部の二つの部分に分割しない曲線であることである。これまでに渦巻模様の等高線法として
Smereka([S])が、補助関数を二つ使って表す方法を提案している。これに対し本講演では、Karma–
Plapp([KP]), Kobayashi([K])がアレン・カーン方程式によるモデルを構成したときに導入した、
シートストラクチャ関数のアイデアを用いる。すなわち、らせん転位の中心を ai(j = 1, . . . , N)と
するとき

θ(x) =
N∑

j=1

mj arg(x − aj)

とおく。ここでmj ∈ Z \ {0}である。これを用いて時刻 tにおける渦巻模様 Γtを

Γt = {x ∈ W ; u(t, x) − θ(x) ≡ 0 mod 2πmZ} (2)

と定める。ここでW = Ω \ (
∪N

j=1 U j)、Ωは結晶表面を表す R2の有界領域、Uj は aj の開近傍、
mは |mj |の公約数である。整数mjについて、|mj |はらせん転位 ajから発生する渦巻模様の曲線
の本数を表し、sgn(mj)は aj に対するステップの向きを表す。等高線集合 (2)で注意すべき点は、
θ(x)が多価関数である点である。これは、θ(x)を一価関数とすると偏角関数の不連続性による等
高線が現れてしまう点と、らせん転位の周りを何重にも巻く渦巻を表現するためである。これに
より、渦巻模様を表すことができる。
曲線を表す等高線集合の式 (2)をもとに、(1)から等高線方程式を導出する。関数 θが多価で

あることや、渦巻曲線が領域を二分しない点は通常の等高線法とは異なるが、局所的に見れば従
来の等高線法と同様と見なすことが出来る (従来の等高線法については [G]などを参照せよ)。し
たがって

V =
ut

|∇(u − θ)|
, κ = −div

∇(u − θ)
|∇(u − θ)|

1



となり、(1)は

ut − v∞|∇(u − θ)|
{

ρcdiv
∇(u − θ)
|∇(u − θ)|

+ 1
}

= 0 in (0, T ) × W (3)

と表される。これに、数学的問題としてNeumann境界条件 ∂W ⊥ Γt、すなわち

〈∇(u − θ), ~ν〉 = 0 on (0, T ) × ∂W (4)

を合わせた初期値-境界値問題を考える。この問題の一意可解性、運動の一意性が [O]、[GNO]に
より示されている。
曲線 Γtが与えられると、これから表面の高さ関数を構成することが出来る。らせん転位によ

る分子位置の転位について、平面方向の移動はなく、高さ方向の移動が十分小さいと仮定すると、
表面の高さ関数 h(t, x)は

∆h = −h0divδΓt~n (5)

をみたすことがわかる。ここで δはディラックのデルタ関数、~nは Γtの向きを表す単位法ベクト
ル、h0はステップの単位高さである。Smereka([S])はこれに Neumann境界条件を合わせた境界
値問題を解いているが、本講演では Γt上のみ不連続性を持つ θ(x)の分枝を hとする。これは (5)
をみたすことがわかる。
表面の高さ関数から、表面の成長速度が計算できる。Burton–Cabrera–Frankでは回転する渦

巻模様の角速度 ωと (1)から、成長速度

R =
h0ω

2π

を計算している。これに対応する数値解からの成長速度として、表面の平均成長高度Rh(t)、平均
成長速度Ra(t; t0) および数値的な成長速度Rn(t)を

Rh(t) :=
1

|W |

∫
W

[h(t, x) − h(0, x)]dx, Ra(t; t0) :=
Rh(t) − Rh(t0)

t − t0
, Rn(t) = R′

h(t)

で与える。講演ではこれを用いた表面の成長速度の数値計算結果を紹介する予定である。
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