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1 序
本報告集では, 複数の点から非圧縮性粘性流体を注入したときに現れるHele-Shaw

流に対し, 複素解析学的手法を用いて, 時間が十分経過した後の界面の形状について
考察する.

Hele-Shaw 流とは, 間隔の狭い２枚の平行板 (Hele-Shaw セル) の間の流体の流れ
をいう. 平行板の間隔が十分に狭いことから, 流体の流れは２次元であるとみなす
ことができる. 非圧縮性粘性流体を複数の点から注入していくときに現れる, 時間
に依存して変化する Hele-Shaw 流の界面について考察する. これは以下のような数
学的問題として定式化される. Ω(0) ⊂ C を初期時刻 t = 0 において流体が占める
領域とし, 注入点 cj ∈ Ω(0) (j = 1, 2, . . . , l) からそれぞれ単位時間あたりの注入量
αj > 0 (j = 1, 2, . . . , l) で流体を注入する. 時刻 t > 0 において流体が占める領域を
Ω(t) とし, その境界を ∂Ω(t) で表す. ここで, 時間により変化する自由境界を表現
する函数 T = T (z) を導入する. これは T (z) := inf{t ≥ 0 | z ∈ Ω(t)} により定義さ
れるもので, 各点 z に対して境界 ∂Ω(t) が最初にその点に接する時間を表すもので
ある. p = p(z, t) を点 z = x + iy ∈ Ω(t), 時刻 t > 0 における流体の圧力分布とす
る. ただし i =

√
−1 とする. このとき Hele-Shaw 流の理論により, 圧力 p および函

数 T は次の方程式と境界条件をみたすものと考えられる (cf. Richardson [6]):

−∆p =
l∑

j=1

αjδcj
(z ∈ Ω(t), t > 0); (1.1)

p = 0 (z ∈ ∂Ω(t), t > 0); (1.2)

∂p

∂n
· ∂T

∂n
= −1 (z ∈ ∂Ω(t), t > 0). (1.3)

ただし, ∆ := ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 はR2 上の Laplace 作用素とし, δc は点 c を台にも
つDirac 測度とする. 方程式 (1.1) および境界条件 (1.2) から, 各時刻 t > 0 を固定
するごとに圧力分布 p は,

p(z, t) =
l∑

j=1

αjGcj ,Ω(t)(z) (z ∈ Ω(t)) (1.4)

と表示される. ただし, Gcj ,Ω(t) は斉次 Dirichlet 境界条件下での Laplace 作用素に対
する, 点 cj を極とする領域 Ω(t) のGreen 函数である. 表現式 (1.4) を (1.3) に代入



することにより,(
l∑

j=1

αj

∂Gcj ,Ω(t)

∂n

)
· ∂T

∂n
= −1 (z ∈ ∂Ω(t), t > 0) (1.5)

がえられる. したがって, Hele-Shaw 流の問題とは (1.5) をみたす滑らかな領域族
{Ω(t)}t>0 を求める問題である.

Hele-Shaw 流の界面の漸近形状に対する結果として Sakai [9] による結果を挙げて
おく. Sakai は次の節で述べる求積領域の一般的な評価の系として, Hele-Shaw 流の
界面に対する評価をえた. それは, Ω(0) ⊂ D(c, r)および t

∑l
j=1 αj +m(Ω(0)) ≥ 4πr2

という条件の下で,√√√√ t

π

l∑
j=1

αj +
m (Ω(0))

π
− r ≤ |z − c| ≤

√√√√ t

π

l∑
j=1

αj +
m (Ω(0))

π
+ r (1.6)

が, すべての z ∈ ∂Ω(t), t > 0 に対し成立するというものである. ただし, D(c, r) は
半径 r, 中心 c の円盤を表すものとし, m は２次元 Lebesgue 測度とする. 評価 (1.6)

により, 次の不等式がえられる:

max
z∈∂Ω(t)

|z − c| − min
z∈∂Ω(t)

|z − c| ≤ 2r.

本報告集では, Hele-Shaw 流の界面の漸近挙動に対するより精密な評価を与える.

そこで, 定理の記述の簡便さを考慮し, 次のように記号を準備する:

wl :=

∑l
j=1 αjcj∑l
j=1 αj

, (1.7)

r0 := inf {r ≥ 0 |Ω(0) ⊂ D(c, r) となる c ∈ Cが存在する} , (1.8)

Λ :=

√
π∑l

j=1 αj

· min
σ∈Sl

 l∑
k=2

ασ(k)

∑k−1
j=1 ασ(j)(∑k

j=1 ασ(j)

)2

∣∣∣∣∣
∑k−1

j=1 ασ(j)cσ(j)∑k−1
j=1 ασ(j)

− cσ(k)

∣∣∣∣∣
2
 . (1.9)

ただし, Sl は {1, . . . , l} 上の置換群を表す. 記号の意味であるが, wl は注入率 α1,

. . . , αl を重みとする注入点 c1, . . . , cl の重み付き重心であり, r0 は Ω(0) を含む円
盤の中で最小のものの半径を表す. 以上の準備のもと, 以下に主定理を述べる.

定理 1.1. Ω(0), cj, αj を上述の通りとし, wl, r0, Λ を (1.7), (1.8), (1.9) によりそれ
ぞれ定義する. {Ω(t)}t>0 を Hele-Shaw 問題 (1.5) の解とするとき, 非負函数 ε−(t),

ε+(t) が存在して次の評価をみたす :√√√√ t

π

l∑
j=1

αj − ε−(t) ≤ |z − wl| ≤

√√√√ t

π

l∑
j=1

αj + ε+(t) (z ∈ ∂Ω(t), t > 0).

ただし, t → ∞ のとき,

ε−(t) = Λt−1/2 + O
(
t−1

)
, ε+(t) =

Λ +
r0

2

2

√
π∑l

j=1 αj

 t−1/2 + O
(
t−1

)
が成り立つ.



定理 1.1 により, t → ∞ において

max
z∈∂Ω(t)

|z − wl| − min
z∈∂Ω(t)

|z − wl| ≤ ε+(t) + ε−(t) = O
(
t−1/2

)
が成り立つ. したがって, 複数の点から流体を注入した際に現れる Hele-Shaw 流の
界面 ∂Ω(t) は, t → ∞ において注入点の重心 wl を中心とする円へと近づくことが
分かる.

2 弱定式化と求積領域
方程式 (1.5) によって定式化された問題において, たとえ初期領域Ω(0) の境界が

十分に滑らかであったとしても, Ω(t)の境界の滑らかさは先験的にはわからない. そ
のため, 微分を含む定式化 (1.5) では解析が困難である. そこで, 境界の滑らかさを
要求しないような別の定式化が必要となる.

いま, 十分に滑らかな境界をもつ領域の族 {Ω(t)}t>0 と十分に滑らかな函数 T =

T (z) が (1.5) をみたすとする. このとき, Ω(t) 上で劣調和かつ２次元 Lebesgue測度
m に関して可積分な函数族を SL1(Ω(t)) で表すと, すべての s ∈ SL1(Ω(t)) に対し∫

Ω(t)\Ω(0)

s dm =

∫ t

0

∫
∂Ω(τ)

s · 1

∂T/∂n
dσ dτ

=
l∑

j=1

αj

∫ t

0

∫
∂Ω(τ)

s ·
(
−

∂Gcj ,Ω(τ)

∂n

)
dσ dτ

≥
l∑

j=1

αj

∫ t

0

s(cj) dτ

= t

l∑
j=1

αjs(cj).

となる. したがって,∫
Ω(0)

s dm + t

l∑
j=1

αjs(cj) ≤
∫

Ω(t)

s dm (s ∈ SL1 (Ω(t)) (2.1)

が成り立つ. そこで, Sakai [8] は (2.1) をみたす {Ω(t)}t>0 を積分形の Hele-Shaw 問
題の解とよび, 求積領域の理論を適用した.

一般に, コンパクトな台をもつ有限 Borel 測度に対し, ν(C \ Ω) = 0 および∫
s dν ≤

∫
Ω

s dm (s ∈ SL1(Ω))

をみたす有界開集合 Ω を SL1 に対する ν の求積領域 (quadrature domain) という.

HL1, AL1 に対する求積領域も同様に定義される (ただし, その場合には不等号を等
号にかえる). ここで, HL1(Ω) とは Ω 上調和で m に関して可積分な函数族であり,



AL1(Ω) とは Ω 上の正則函数で m に関して可積分な函数族である. したがって, 積
分形の Hele-Shaw 問題を解くということは, SL1 に対する測度 χΩ(0) + t

∑l
j=1 αjδcj

の求積領域を求めることとなる. ただし, χΩ(0) は Ω(0) 上の特性函数を表す.

求積領域の諸性質を以下, 簡単に述べる.

1. SL1 に対する求積領域は HL1 に対する求積領域となり, HL1 に対する求積領
域は AL1 に対する求積領域となる;

2. m に関して特異な有限測度 ν に対し, SL1 に対する ν の求積領域が存在する.

同様に, ν = χΩ + µ で, Ω が有界領域, µ が µ(Ω) > 0 をみたす有限測度のと
き, SL1 に対する ν の求積領域が存在する;

3. 測度 ν が上記の場合, m に関する零集合を除き, SL1(Ω) に対する ν の求積領
域は一意に定まる. さらに, 集合の包含関係に対して最小な求積領域が存在す
る (以下, ν の最小求積領域を Ω(ν) で表す);

4. ν1, ν2 が上記の場合で ν1 ≤ ν2 であれば, Ω(ν1) ⊂ Ω(ν2) が成り立つ;

5. SL1に対する測度 tδc (t > 0, c ∈ C) の求積領域は D(c,
√

t/π) である.

以上の性質から, 有界な初期領域 Ω(0) ⊂ C に対し, 積分形の Hele-Shaw 問題の
解の存在および一意性がしたがう. 以下, Ω(0) は有界領域と仮定し, この一般化され
た解 {Ω(t)}t>0 の t → ∞ での形状を考察する.

3 Schwarz 函数と求積領域の評価
この節では求積領域を具体的に求める手法として, Schwarz 函数を用いる方法に

ついて述べる. 定理 1.1 の証明では, この Schwarz 函数の構成を通し求積領域を具
体的な有理函数の単位円盤の像として表示する. その具体的な有理函数表示により,

Hele-Shaw 流の界面の漸近挙動に対する精密な評価をえることができる.

滑らかな曲線 Γ に対し, S が Γ の Schwarz 函数であるとは, S が Γ のある近傍
上で正則で

S(z) = z (z ∈ Γ)

をみたすことをいう. ただし, z は z の複素共役を表す. 複素函数論における一致の
定理から Γ の Schwarz 函数は存在すれば一意に定まることがわかる.

次に, Schwarz 函数と求積領域の関係について述べる. Ω ⊂ C を滑らかな境界を
もつ領域とし, f を Ω の閉包 Ω のある近傍上で正則な函数とする. このとき, f の
正則性と Stokes の定理から,∫

Ω

f dm =
1

2i

∫
∂Ω

f(z)z dz

が成り立つ. ここで, ∂Ω の Schwarz 函数 S が存在し, さらに S が一位の極 cj ∈
Ω (j = 1, . . . , l) を除いて Ω 上正則で, 各点 cj における留数はそれぞれ tαj/π であ



るとする. このとき, ∫
∂Ω

f(z)z dz =

∫
∂Ω

f(z)S(z) dz

= 2it
l∑

j=1

αjf(cj)

をえる. したがって, Ω のある近傍上の任意の正則函数 f に対し,∫
Ω

f dm = t
l∑

j=1

αjf(cj) (3.1)

が成り立つ. (3.1) から, Ω が SL1 に対する t
∑l

j=1 αjδcj
の求積領域のひとつの候補

となる.

以上の考察から, 我々はまず境界 ∂Ω の Schwarz函数が上記の性質をみたすよう
な Ω を求め, その Ω が実際に測度 t

∑l
j=1 αjδcj

の求積領域となることを確かめる.

しかし, 一般にそのような領域 Ω を構成することは難しいため, l = 2 の場合につい
て上の性質をみたす Ω をある等角写像の像として構成する. ここでは係数を一般化
した π(αδi + βδ−i) の求積領域の評価を求める.

補題 3.1. α, β > 0 および α + β は十分に大きいものとする. このとき, 次の２条件
をみたす領域 Ω(α, β) が存在する:

(i) ∂Ω(α, β) の Schwarz 函数は一位の極 i, −i を除き Ω(α, β) 内で正則で, 点 i に
おける留数は α であり, 点 −i における留数は β である;

(ii) (α + β) · min{α, β} → ∞ のとき,

min
z∈∂Ω(α,β)

∣∣∣∣z − α − β

α + β
i

∣∣∣∣ =
√

α + β − 2 +
(α − β)2

(α + β)5/2
+ (α − β)2 · O

(
(α + β)−7/2

)
,

max
z∈∂Ω(α,β)

∣∣∣∣z − α − β

α + β
i

∣∣∣∣ =
√

α + β + 2 − (α − β)2

(α + β)5/2
+

8αβ|α − β|
(α + β)4

+ (α − β)2 · O
(
(α + β)−7/2

)
+ (α − β) · O

(
(α + β)−3

)
.

この補題の証明は, 以下に示す Davis [1] による Schwarz 函数の構成法を用いる.

いま, ϕ を D(0, 1) のある近傍上で正則でかつ単葉であるような有理函数であるとす
る. Ω = ϕ (D(0, 1)) とすると,

S(z) := ϕ
(
1
/

ϕ−1(z)
)

(3.2)

で定義される函数 S は ∂Ω の Schwarz函数となる. さらに, ϕ が一位の極 wj (j =

1, . . . , l) を除き C 上正則とすると, S は Ω 上に一位の極 ϕ (1 /wj ) (j = 1, . . . , l)

をもち, それらの点以外では正則となることが確かめられる. 実際, z ∈ ∂Ω に対し
ϕ−1(z) ∈ ∂D(0, 1) となるから

S(z) = ϕ (ϕ−1(z)) = z



となる. よって, S が ∂Ω の Schwarz 函数となることがわかる.

したがって, 一位の極 w1, w2 を除き正則な有理函数 ϕ で, ϕ (1 /w1 ) = i および
ϕ (1 /w2 ) = −i をみたし, (3.2) で定義される函数 S の留数がそれぞれ α, β となる
ものを求めればよいこととなる. そこで, パラメータ付き有理函数 ϕ = ϕa,R,η を

ϕ(w) := ϕa,R,η(w) :=
aR(w − iη)

w2 + R2
+ iηR.

によって定め, 与えられた α, β に対し, 対応する Schwarz 函数の極および留数が求
めるものとなるように適当な a > 0, R > 1 および η ∈ R を選ぶことにより, 実際に
求める有理函数を構成することができる. なお,パラメータ a, Rおよび η はある代数
方程式の根として定まることから, この根の評価を用い, 領域 Ω(α, β) := ϕ (D(0, 1))

を評価することにより補題 3.1 が示される.

補題 3.1によってえられた領域 Ω(α, β) が HL1 に対する π(αδi + βδ−i) の求積領
域となることは次のように確かめられる. 任意に Ω(α, β) のある近傍上において定
義された調和函数 h をとる. いま δ > 0 を十分小さくとることにより, h は単連結
領域 ϕ (D(0, 1 + δ)) ⊃ Ω(α, β) 上で調和であるから, ϕ (D(0, 1 + δ)) 上の正則函数 f

でその実部が h となるようなものが存在する. この f に対して∫
Ω(α,β)

f dm = παf(i) + πβf(−i)

となるから, その実部を考えると∫
Ω(α,β)

h dm = παh(i) + πβh(−i)

をえる. したがって, Sakai [8] による次の近似定理を用いることにより, Ω(α, β) が
HL1 に対する測度 π(αδi + βδ−i) の求積領域となることがわかる.

補題 3.2 ([8, Lemma 7.3]). Ω を有界開集合とする. このとき, 任意の h ∈ HL1(Ω)

は, log | · −ζ|, Re(1/(· − ζ)) および Im(1/(· − ζ)) (ζ ∈ C \ Ω) の線形結合によって
L1 ノルムで近似できる.

次に Ω(α, β)が SL1 に対する求積領域となることをみる. 前節で述べた通り, SL1

に対する測度 π(αδi +βδ−i)の求積領域の存在は求積領域の一般論により示されてい
る. それを Ω̃ と表し, Ω(α, β) = Ω̃ を示せばよい. いま, Ω̃ は HL1 に対する求積領
域でもあるため, HL1 に対する π(αδi + βδ−i) の求積領域の一意性を示せばよいこ
ととなる. この一意性は次の補題により示される. 証明は Shapiro [12, Proposition

4.8, Theorem 4.9] を参照せよ.

補題 3.3 ([8]). Ω を HL1 に対する測度 ν の有界な求積領域とし, 次の条件をみた
すとする:

(i) C \ Ω は連結である;

(ii) Ω が Ω の内部に等しい;



(iii) Ω がある直線 L に関して対称である;

(iv) ν の台は Ω ∩ L に含まれる.

このとき, HL1 に対する測度 ν の求積領域は一意に定まり, それは Ω である.

補題 3.1 によってえられた領域 Ω(α, β) は補題 3.3 の条件をみたす. したがって,

Ω(α, β) は HL1 に対する π(αδi + βδ−i) のただ一つの求積領域となる. すなわち,

Ω(α, β) = Ω̃ であり, よって, Ω(α, β) が SL1 に対する求積領域であることが示され
た. ゆえに, 次が成り立つ.

定理 3.4. α, β > 0 および α + β は十分に大きいものとする. このとき, SL1 に対す
る測度 π(αδi + βδ−i) の一意に定まる求積領域Ω(α, β) は, (α + β) ·min{α, β} → ∞
のとき, 次の評価をみたす:

min
z∈∂Ω(α,β)

∣∣∣∣z − α − β

α + β
i

∣∣∣∣ =
√

α + β − 2 +
(α − β)2

(α + β)5/2
+ (α − β)2 · O

(
(α + β)−7/2

)
,

max
z∈∂Ω(α,β)

∣∣∣∣z − α − β

α + β
i

∣∣∣∣ =
√

α + β + 2 − (α − β)2

(α + β)5/2
+

8αβ|α − β|
(α + β)4

+ (α − β)2 · O
(
(α + β)−7/2

)
+ (α − β) · O

(
(α + β)−3

)
.

4 Hele-Shaw 流の漸近挙動への応用
定理 1.1 の証明の概略を以下に示す. 簡単のため Ω(0) ⊂ D(c0, r0) とする. ま

ず, 求積領域が測度の大小関係を保存することを注意しておく. すなわち, 求積領
域が存在するような二つの有限正測度 ν1, ν2 が与えられたとき, ν1 ≤ ν2 が成り立
つならば Ω(ν1) ⊂ Ω(ν2) が成り立つ. そこで, Hele-Shaw 流の解 Ω(t) が Ω(t) =

Ω(χΩ(0) + t
∑l

j=1 αjδcj
) として特徴付けられることを思い出しておくと,

Ω(t
l∑

j=1

αjδcj
) ⊂ Ω(t) ⊂ Ω(χD(c0,r0) + t

l∑
j=1

αjδcj
)

= Ω(πr0
2δc0 + t

l∑
j=1

αjδcj
)

が成り立つ. 最後の等式は Ω(πr0
2δc0) = D(c0, r0) であることと, 次の補題で述べら

れる最小求積領域の半群性による.

補題 4.1. 正数 βj (j = 1, 2, . . . , n) に対し,

Ω

(
n∑

j=1

βjδcj

)
= Ω

(
χΩ(

Pn−1
j=1 βjδcj)

+ βnδcn

)
が成り立つ.



したがって, Ω(t) の評価は, 有限個の Dirac 測度の線形結合の求積領域の評価に
帰着される. 二つの Dirac 測度の求積領域の評価は, 定理 3.4 により π(αδi + βδ−i)

の求積領域に対する評価がえられている. 一般の αδc1 + βδc2 の求積領域に対する評
価については, 次の補題とともに回転や平行移動を用いることにより示される.

補題 4.2. β1, β2, κ > 0 および c1, c2 ∈ C とする. このとき,

Ω
(
κ2β1δκc1 + κ2β2δκc2

)
= {κz ∈ C | z ∈ Ω (β1δc1 + β2δc2)}

が成り立つ.

l ≥ 3 の場合には, 補題 4.1 を適用し, l に関する帰納法を用いることにより証明
が完了する.

参考文献
[1] Davis, Philip J., The Schwarz function and its applications. The Carus Math-

ematical Monographs, No. 17. The Mathematical Association of America, Buf-

falo, N. Y., 1974.
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