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1. 流体モデルと 0緩和時間極限

Drift-diffusion モデルは半導体素子設計のもっとも簡単な経験則モデルとして導入されたが, 同
様な数理モデルは星雲ガス間における重力集中モデルや走化性粘菌の dynamicsのモデルなど, 広
い物理スケールに共通する問題として現れ, 系の挙動がある一定の数学的記述によって統一的に理
解される.

(DD)


∂tρ −∇ · (∇P (ρ) − κρ∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

− ∆ψ = ρ, x ∈ Rn,

ρ(0, x) = ρ0(x) ≥ 0, P (ρ) = ρα, α ≥ 1.

ここで ρ = ρ(t, x) : R×Rn → R+は密度を ψ = ψ(t, x) : R×Rn → R はポテンシャル表す未知関
数, P = P (ρ)は圧力、ここでは密度だけに依存するものと仮定する. κ は結合定数で, ρ0(x) は与
えられた初期条件である。数学的には κの符号と α の値が問題となる. 半導体モデルでは定数 κ

は負であり, その大きさは非常に大きく Debye 長1と呼ばれている.

Tab 1. 係数 κ の符号とモデルの関係:

モデル 結合定数の符号
半導体モデル κ = −1
走化性粘菌モデル κ = 1
星雲中の星の生成モデル κ = 1

半導体モデル, あるいは重力モデルはこの系より複雑ないわゆる流体力学的モデルを考えるこ
とができ, その系からより簡単な drift-diffusion 系 (DD) が導出されると考えられる. 圧縮性
Navier-Stokes-Poisson 系

(cNSP)



∂tρ+∇ · (ρu) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

∂t(ρu)+∇(ρu ⊗ u) + ∇P (ρ) − κρ∇ψ

=λ∆u + (λ + ν)∇(div u) − 1
τ
ρu, t > 0, x ∈ Rn,

−∆ψ = ρ, x ∈ Rn,

ρ(0, x) = ρ0(x), u(0, x) = u0(x)

の緩和時間 0での極限として導出される ([10]). ここで弱解を定義する:

Definition 1.1. α > 1 とする。ρ0 ∈ L1(Rn) ∩ Lα(Rn) かつ ρ0(x) ≥ 0,
√

ρ0u0 ∈ L2(Rn)n を仮
定する。このとき (ρ(t, x), u(t, x), ψ(t, x)) が圧縮性NS-Pの弱解とは

• ρ(t, x) ≥ 0 ただし (t, x) ∈ [0, T ) × Rn,

• ρ ∈ C([0, T );L1(Rn)) ∩ L∞(0, T ; Lα(Rn)) かつ u ∈ L2(0, T ; Ḣ1(Rn)),

• (ρ, u, ψ) は方程式を超函数の意味で満たす.

1κ−1 が Debye長の 2乗
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今,スケールされた時間変数 t′ = τt と流体速度 v(t′, x) = τu(t, x)を導入すると (cNSP) は次
のように書き直される.

(scNSP)



τ∂t′ρ+τ∇ · (ρv) = 0, t′ > 0, x ∈ Rn,

τ2∂t′(ρv)+τ2∇(ρv ⊗ v) + ∇P (ρ) − κρ∇ψ

=τ
(
λ∆v + (λ + ν)∇(div v)

)
− ρv, t′ > 0, x ∈ Rn,

−∆ψ = ρ, x ∈ Rn,

ρ(0, x) = ρ0(x), v(0, x) = u0(x)

ここで形式的に τ → 0 の極限を考えると運動量のつり合いから

−
(
∇P (ρ) − κρ∇ψ

)
= ρv

を得て, (scNSP)の第一式である連続の式に右辺を代入すると, 方程式 (DD)を得る。このプロセ
スを正当化するためには,

• 大きな初期値に対する,時間大域的な (cNSP )の弱解を構成する.
• 変換 t′ = τt, v(t′, x) = τu(t, x)により現れる方程式 (scNSP ) に対する時間大域的先見評
価を得る.

• τ → 0 での極限を弱収束の意味で正当化する.

といった手順が必要である。一般に圧縮性Navier-Stokes方程式の大きな解に対する時間大域的な
弱解の存在を得るためには, 圧力に対する仮定 P (ρ) = ρα において, α > n

2 を仮定することが要
求されるため, これまでのところもっとも一般的な設定α ≥ 1 の元での緩和時間 0の極限を正当化
することはできていない.
得られる結果は次の通りである.

Theorem 1.2 (Kobayashi-Ogawa[10]). 3 ≤ n ≤ 6 とし, α > 1 (κ = −1) または α > 2 − 2
n

(κ = 1) を仮定する. (ρτ , uτ , ψτ )を P (ρ) = ρα + δρβ ( β > n/2) なる (cNSP) の弱解とし, ρ0 ≥ 0
を仮定する. t′ = τt, vτ (t′, x) = τ−1uτ (t, x), に対して τ, δ → 0 のとき:

ρτ → ρ in C([0,∞);L1(Rn) ∩ Lr(Rn)) 1 < r < α,
√

ρτvτ ⇀ w, ∗-weakly in L∞(0,∞; L2(Rn)),

ρτvτ ⇀ z, ∗-weakly in L∞(0,∞; L
2(α+1)

α+2 (Rn)),

ψτ → ψ in C((0,∞);W 1, nα
n−α ) ∩ L2(0,∞; Ḣ2)

極限 (ρ(t), ψ(t)) は drift-diffusion 方程式 (DD) の時間大域的弱解となる ただし z = −∇(ρα −
κρ∇ψ) in D∗.

上記の定理で現れる α = 2 − 2
n は実は (DD) の臨界指数の一つである.

このほかにも, 量子モデルの緩和時間 0極限によって量子 drift-diffusion系を導出し,そこからさ
らに半古典近似を行うことにより (DD)を得ることができる. 非線形消散型 Schrödinger-Poisson
方程式

(1.1)


i~∂tφ + ~2(∇− i∇σ)2φ − f(|φ|2)φ − λψφ = 0, t ≥ 0, x ∈ Rn,

− ∆ψ = |φ|2

φ(0, x) = φ0(x).

を考える. ここで σ(t, x) = 1
τ

∫ t
0 θ(s, x)ds, θ(t, x) は ψ(t, x)の偏角. このとき方程式 (1.1) に

Madelung 変換
φ(t, x) =

√
ρ(t, x)e

i
~ θ(t,x).
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を施すことによって,方程式の実部と虚部に分解し, ρ(t) と v(t) = ∇θ(t) の方程式に書き直すと以
下の分散型 Euler-Poisson 方程式を得る.

∂tρ + 2div (ρv) = 0,

∂t(ρv) + ∇(ρv ⊗ v) +
1
τ
ρv + ρ∇(f(ρ) − κψ) + ~2ρ∇

(
∆
√

ρ
√

ρ

)
= 0,

次に緩和時間 0 極限 (τ → 0)を施すことによって次の量子 drift-diffusion 系を得る. ∂tρ − 2div (ρ∇f(ρ) − κρ∇ψ) = 2~2div
(

ρ∇
(

∆
√

ρ
√

ρ

))
,

− ∆ψ = ρ

最後に半古典近似 ~ → 0を行って (DD)を得る.{
∂tρ − 2div (ρ∇f(ρ) − κρ∇ψ) = 0,

− ∆ψ = ρ

ここで f(ρ) = ρp−1である.

2. Drift-diffusion 系の時間大域的安定性

drift-diffusion 系 (DD)は 結合定数 κ の符号と, 断熱指数 α の大きさによって時間大域的解の
安定性が変わる. 方程式は初期条件に非負性を仮定して,解の非負性を想定することにより (退化)
放物性が維持され,時間正方向に可解となる。しかし α > 1 のときには一般に問題は退化し, 一様
放物性が壊れる。このため解の正則性理論は一般に破綻し,弱解を導入する必要が生じる。

Definition 2.1. n ≥ 3, α > 1, ρ0 ≥ 0 とする. (ρ, ψ): が (DD) の弱解 であるとは

◦ ρ(t, x) ≥ 0 a.e. (t, x).
◦ ρ ∈ L∞(0, T ; L1 ∩ Lα), ∇ρα−1/2 ∈ L2(0, T ; L2)
◦ ∀φ ∈ C1([0, T ];C∞

0 (Rn)), ψ = (−∆)−1ρ,(
ρ(t), φ(t)

)
−

(
ρ0, φ(0)

)
=

∫ t

0

{
−

(
ρ(t), ∂tφ(t)

)
−

(
ρα(t), ∆φ(t)

)
+ κ

(
ρ(t)∇ψ(t),∇φ(t)

)}
dt.

を満たすこと.
ここで

(−∆)−1ρ =
1

n(n − 2)ωn
|x|−(n−2) ∗ ρ.

時間局所的弱解の存在定理は古典的手法による. 次に時間大域的弱解の存在を得るには次の命
題が重要である.

Proposition 2.2. n ≥ 3, α > 1 とする。

(1) 正値性 ρ0 ≥ 0, ρ(t, x) ≥ 0 a.e.
(2) 質量保存則 ∫

Rn

ρ(t, x)dx =
∫

Rn

ρ0(x)dx.
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(3) Entropy-energy 評価:

H[ρ(t)]+
∫ t

0

∫
Rn

ρ
∣∣∣∇( α

α − 1
ρα−1 − κψ

)∣∣∣2dxdt ≤ H[ρ0]

ただし

H[ρ] ≡ 1
α − 1

‖ρ‖α
α − κ

2

∫
Rn

ρψdx, α > 1,

H[ρ] ≡
∫

Rn

ρ log ρdx − κ

2

∫
Rn

ρψdx, α = 1.

(1) は弱最大値原理,(2) は形式的に方程式を積分して, 解の可積分性を用いる. (3)を得るには
方程式を

∂tρ − div
(
ρ∇

( α

α − 1
ρα−1 − κψ

))
= 0

と書き直して以下を方程式にかけて部分積分するB(ρ, ψ) = α
α−1ρα−1 − κψ

d

dt

∫
Rn

ρB(ρ, ψ)dx−
∫

Rn

ρ∂tB(ρ, ψ)dx +
∫

Rn

ρ
∣∣∇B(ρ, ψ)

∣∣2dx = 0∫
Rn

ρ∂tB(ρ, ψ)dx =
∫

Rn

αρα−1∂tρdx − κ

∫
Rn

ρ∂tψdx

=
d

dt

∫
Rn

ραdx − κ

∫
Rn

(−∆)ψ∂tψdx

=
d

dt

∫
Rn

ραdx − 1
2
κ

d

dt

∫
Rn

∣∣(−∆)1/2ψ
∣∣2dx

=
d

dt

(∫
Rn

α

α − 1
ραdx − κ

∫
Rn

ρψdx

)
従って

d

dt

∫
Rn

ρB(ρ, ψ)dx −
∫

Rn

ρ∂tB(ρ, ψ)dx

=
d

dt

(
1

α − 1

∫
Rn

ραdx − 1
2
κ

∫
Rn

ρψdx

)
.

以上により
d

dt
H(t) +

∫
Rn

ρ
∣∣∇B(ρ, ψ)

∣∣2dx = 0,

ただし

H(t) =
1

α − 1
‖ρ‖α

α − κ

2

∫
Rn

ρψdx.

を得る.以上の計算は形式的なものではあるが, 適当な近似を施して極限をとることにより n ≥ 3
であれば容易に正当化できる.

κ が負のときは系は安定であり, 時間大域解が存在する. 一方 κが正のときは系は一般に不安定
化する. n ≥ 3 で α > 1 の場合に制限すると以下のようになる。

Theorem 2.3. n ≥ 3, α > 1, κ = ±1 とする. このとき (DD)の弱解の大域挙動は以下のように
分類される.

(1) κ = −1 かつ α > 1 =⇒ 時間大域的弱解が存在する.
(2) κ = 1 かつ 2 − 2

n < α =⇒ 時間大域的弱解が存在する.
(3) κ = 1 かつ 2 − 4

n+2 < α ≤ 2 − 2
n で初期値 ‖ρ0‖n

2
(2−α)が十分小さい場合 =⇒ 時間大域的

弱解が存在する.
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(4) κ = 1 かつ 1 < α ≤ 2 − 2
n ρ0 ∈ L1

2(Rn) の場合 =⇒ 弱解は有限時間内で爆発する。

ここに挙げた結果は以下の結果をあわせて示したものである. Mock [15], Dı́az-Galiano-Jüngel
[4], Nagai[16],[17], Biler-Nadzieja-Stanzy [2], Sugiyama [24], Sugiyama-Kunii [25], Ogawa[20],
Blanchet-Dolbeault-Perthame [3].

3. 臨界指数

さて方程式は未知関数 ρ(t, x)について単独の問題と見なせて, その場合次のような代数的構造
(スケール不変性)を持つことがわかる. 今スケールパラメータ λ > 0に対して スケール変換

ρλ(t, x) = λµρ(λσt, λx)

を考える. 方程式を不変に保ついわゆる不変スケールは以下の条件で与えられる:

λµ+σ = λαµ+2 = λ2µ.

これより

µ = σ =
2

2 − α
かつ ρλ(t, x) = λ

2
2−α ρ

(
λ

2
2−α t, λx

)
不変スケールで方程式の解を不変に保つような時空 Lebesgue 空間を不変スケールと呼ぶが, 今の
場合, ∫ ∞

0
‖ρλ(t)‖θ

pdt =
∫ ∞

0
‖ρ(t)‖θ

pdt

から

1 =
n(2 − α)

2p
+

1
θ

となる. 特に θ = ∞ のときは p = n
2 (2−α)を得る. このとき不変スケールで不変な時空Lebesgue

空間

‖ρλ(t)‖p = ‖ρ(t)‖p if p =
n(2 − α)

2
このとき特に重要な場合は以下のときである.

• α = 1 ⇒ p = n
2

• p = 1 ⇒ α = 2 − 2
n

従って α = 1 と α = 2 − 2
n が (臨界状況) 重要であろうことが想像できる.

前述の定理において大域可解性のための臨界指数は α = 2 − 2
n となることが示されているが,

これはスケール変換不変性で表れた指数と一致する. この指数が現れることは 2つの保存則によ
り以下のように説明できる. 弱解の大域可解性を保障するためには, 解の時間大域的 a priori 評価
を得ることが焦点となる. 解の a priori 評価は ‖ρ(t)‖αの時間評価を得ることで得られる. この評
価は Entropy-energy 汎函数によって

‖ρ(t)‖α
α ≤ H[ρ0] +

κ

2

∫
Rn

ρ(t)ψ(t)dx

からκ = −1ならば ρ ≥ 0とψ(t) = (−∆)−1ρから右辺第一項は負値となり直ちに得られる. κ = 1
の場合にはHardy-Littlewood-Sobolev の不等式:

‖(−∆)−1ρ(t)‖r′ ≤ CHLS‖ρ(t)‖α
1
r′

= 1 − 1
r

=
1
α
− 2

n
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より ∫
Rn

ρ(t)(−∆)−1ρ(t)dx ≤‖ρ(t)‖r‖(−∆)−1ρ(t)‖r′

≤CHLS‖ρ(t)‖1−γ
1 ‖ρ(t)‖γ

α‖ρ(t)‖α

≤CHLS‖ρ0‖1−γ
1 ‖ρ(t)‖1+γ

α

となるので
1
2

∫
Rn

ρ(t)ψ(t)dx =
1
2

∫
Rn

ρ(t)(−∆)−1ρ(t)dx

≤1
2
CHLS‖ρ(t)‖1+γ

1 ‖ρ(t)‖1−γ
α

ただし γ = 2n
n+2 − 1 である. 従って 臨界指数は 1 − γ = α の際に現れることがわかる. 今

γ + 1 = α
α−1

n−2
n だから

1 + γ =
α

α − 1
n − 2

n
= α ⇔ n − 2

n
+ 1 = α

これより α∗ = 2 − 2
n が臨界指数となることがわかる. 指数が α > α∗ を満たすと上記の不等式で

1 + γ < α が成り立つため,Entropy-energyの負の項はいつでも ‖ρ‖1 と ‖ρ(t)‖α−ε
α の項で押さえ

ることができて,時間大域 apriori 評価を得ることがわかる. 臨界の場合すなわち　 α = α∗の場合
には初期値の小ささが必要となる. すなわち CHLS‖ρ0‖1−γ

1 < 2
α−1 が a priori 評価を得る十分条

件である.

4. Sobolev 臨界の場合

さて前述の評価において, CHLS‖ρ0‖1−γ
1 < 2

α−1 = 2n
n−2 が成り立たなければ有限時刻で爆発す

る可能性がある. 特に γ = 1の場合には,初期条件に対する条件をあらわに与えることができない.
すなわち Entropy-energyの評価において∫

Rn

ρ(t)(−∆)−1ρ(t)dx ≤‖ρ(t)‖r‖(−∆)−1ρ(t)‖r′

≤CHLS‖ρ(t)‖1−γ
1 ‖ρ(t)‖γ

α‖ρ(t)‖α

≤CHLS‖ρ0‖1−γ
1 ‖ρ(t)‖1+γ

α

もし γ = 1 と選ぶと ‖ρ(t)‖1−γ
1 が消えてしまい ‖ρ‖α を制御するために絞る項が得られない. 従っ

て解の大域可解性を ‖ρ(t)‖1で制御できないことがわかる. 実はこの場合は Sobolev臨界指数に相
当する状況となっている. このことを説明するために次の Sobolev 臨界型非線形楕円型偏微分方
程式を考える:

(4.1)

{
−∆u = u

n+2
n−2 , x ∈ Rn

u > 0

この方程式は Sobolevの臨界指数を持つ非線形楕円型方程式でそのなめらかな解は球対称で, あ
らわに書き下せることが知られている:

Proposition 4.1. 方程式 (4.1)の解について以下のことがいえる.

(1) 問題 (4.1)のなめらかな解は球対称なもので与えられ,平行移動とスケール変換の自由度の
ぞいて一意的であって

u(x) =
1

(1 + |x|2/n(n − 2))
n−2

2

で与えらる.
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(2) Sobolevの不等式

‖f‖2
2n

n−2
≤ S2

n‖∇f‖2
2

の最良定数は方程式 (4.1)の解で達成される

S−2
n = inf

‖∇f‖2
2

‖f‖2
2∗

=
‖∇u‖2

2

‖u‖2
2∗

.

さて, ここでは問題 (4.1)の双対版を考える. すなわち非線形楕円型偏微分方程式を考える:

(4.2)

− 2n

n − 2
∆U

n−2
n+2 = U, x ∈ Rn

U > 0

このとき以下が成り立つことがすぐにわかる.

• Sobolevの不等式

‖f‖2
2n

n−2

≤ S2
n‖∇f‖2

2

• 最良定数

S−2
n = inf

‖∇f‖2
2

‖f‖2
2∗

=
‖∇U

n−2
n+2 ‖2

2

‖U‖
2(n−2)

n+2
α∗

=
‖U‖2

α∗

‖|∇|−1U‖2
2

• 双対版のminimizer は U(x) =
(

2n
n−2

)n+2
4

u
n+2
n−2 (x) となる.

非線形楕円型方程式 (4.2)の解を用いて指数　 α = α∗ = 2n
n+2 の場合に,初期値問題

∂tρ−∆ρα∗ + ∇ · (ρ∇ψ) = 0, x ∈ Rn, t > 0

−∆ψ = ρ,

ρ(0, x) = ρ0(x),

の解の大域挙動をH(t) に制限を加えた上で分類できる. 重み付き L1を以下で定義する.

L1
2(Rn) = {f ∈ L1(Rn); |x|2f(x) ∈ L1(Rn)}

このとき α∗ = 2 − 4
n+2 の場合に

Theorem 4.2 ([22]). n ≥ 3, α = α∗ ≡ 2n
n+2 かつ ρ0 ≥ 0, ρ0 ∈ Lα(Rn) ∩ L1

2(Rn) とする. 初期条
件がH(ρ0) < 2

n−2‖U‖α∗
α∗ = H(U) を満たすとき以下が成り立つ:

(1) 初期値 ρ0 が ‖ρ0‖α∗ < ‖U‖α∗ であれば (DD) の 時間大域的弱解が存在する.
(2) 初期値 ρ0 が ‖ρ0‖α∗ > ‖U‖α∗ であれば (DD) の弱解は 有限時間内で爆発する.

Remark. Theorem 4.2においては,α∗の場合と異なり, 大域解の存在の是非が ‖ρ0‖α∗ で分類で
きる. α∗ = 2 − 2

n のときには ‖ρ0‖1 で分類された.
同様の結果は各種の半線形 Sobolev臨界型方程式で得られている. たとえば 非線形波動方程式

や非線形 Scrödinger 方程式についてはKenig-Merle [8], [9] が知られている.
次に上記で得られる時間大域解は t → ∞で減衰する. 実際次の結果が得られる.

Theorem 4.3 ([21]). Theorem 4.2 の (1)の仮定の下で ρ(t)は減衰し次の評価が成り立つ:

‖ρ(t)‖q ≤ C(1 + t)−
n
σ

(1− 1
q
)
, σ = n(α − 1) + 2, 1 < q ≤ α∗.

状況を一覧表にすると以下のようになる.
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α 状況 臨界ノルム 初期値が小さいとき 大きいとき

1 半線形 Ln/2 大域解 (減衰)(n = 2) 有限時間爆発 (n ≥ 2)

1 < α < α∗ 優臨界 L
n
2
(2−α) 有限時間爆発

α∗ ≡ 2 − 4
n + 2

Sobolev 臨界 Lα∗ 大域解 (減衰) 有限時間爆発

α∗ < α < α∗ L
n
2
(2−α) 大域解 (減衰) 有限時間爆発

α∗ ≡ 2 − 2
n

擬等角 (藤田)臨界 L1 大域解 (減衰) 有限時間爆発

α∗ < α 劣臨界 大域解 大域解

なお上記の各項には, いくつかの付加条件が必要になる. 特に n = 2のとき α = 1 は臨界指数
が重なっている状況で多重臨界であることがわかる.
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[2] Biler, P., Nadzieja, T., Stanczy, R., Nonisothermal systems of self-attracting Fermi-Dirac particles, Banach
Center Pulb. 66 (2004), 61–78.

[3] Blanchet, A., Dobeault, J., Perthame, B., Two-dimensional Keller-Segel model: optimal critical mass and
qualitative properties of the solutions, Electron. J. Differential Equations, 2006 (2006) No. 44, 1–33.
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