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本稿では，圧縮性粘性流体の熱伝導理想気体モデル (1)に対する，半空間R+ := (0,∞)
上の時間大域解の存在と漸近挙動について考察した結果を報告する．
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=
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x
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ここで， ρ (> 0), u, θ (> 0)は，それぞれ，流体密度，流体速度，絶対温度を表す未知関
数である．理想気体では，圧力 p = p(ρ, θ)は，ボイル・シャルルの法則 p(ρ, θ) := Rρθ
で与えられる．ここで，Rは気体常数．また，物理定数 µ, κ, cvは，それぞれ，粘性係
数，熱伝導係数，定積比熱を意味する．さらに，定積比熱は，断熱定数 γ (> 1)を用いて，
cv = R/(γ − 1)と表わされる．
方程式系 (1)に対する初期条件を

(ρ, u, θ)(0, x) = (ρ0, u0, θ0)(x) (2)

とする．初期値 (ρ0, u0, θ0)は，空間無限遠方 (x → ∞)で定数状態 (ρ+, u+, θ+)に漸近し，
密度と絶対温度は真に正とする．つまり，

lim
x→∞

(ρ0, u0, θ0)(x) = (ρ+, u+, θ+), ρ+ > 0, θ+ > 0, (3)

inf
x∈R+

ρ0(x) > 0, inf
x∈R+

θ0(x) > 0. (4)

熱伝導理想気体モデル (1)に対する境界条件は，境界上での流速の正負に応じ，三つ
のケースが考えられる：

u(t, 0) = ub < 0, θ(t, 0) = θb > 0, (5a)

ρ(t, 0) = ρb > 0, u(t, 0) = ub > 0, θ(t, 0) = θb > 0, (5b)

u(t, 0) = ub = 0, θ(t, 0) = θb > 0. (5c)

ここで，ρb, ub, θb は与えられた定数である．条件 (5a)中の ub < 0は，境界から流体が
流れ出すことを意味し，流出境界条件と呼ばれている．このとき，双曲型方程式 (1a)の
特性速度 uは境界近傍で負となり，密度 ρに対する境界条件を課さずに，初期境界値問題
(1), (2), (5a)は適切となる．一方，条件 (5b)では境界近傍での流速は正で有り，流入境
界条件と呼ばれる．この場合，(1a)の境界近傍での特性速度は正となり，初期境界値問題
が適切となる為に，密度に対する条件が必要となる．最後に，条件 (5b)は境界で流れは
無く，不透過境界条件と呼ばれる．この条件に関する研究成果は，数多く知られている．
本稿では，流出境界条件 (5a) 及び流入境界条件 (5b)の下での，筆者等によって得ら

れた研究結果について報告する．主要な結果は，定常解が一意的に存在し，漸近安定であ
ることである．さらに，流出境界条件下では，初期摂動の空間無限遠方 (x → ∞)での収
束の速さに応じて，時間無限 (t → ∞)での定常解への収束レートが得られている．
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流出境界条件: ub < 0

流出境界条件 (5a) に関する，川島秀一，中村徹, P. Zhu諸氏との共同研究による論文
[2]の主要定理を紹介する．具体的な結果は，初期境界値問題 (1), (2), (5a) に時間大域解
が存在し，その漸近挙動が定常解 (ρ̃, ũ, θ̃)で与えられることである．定常解とは，時間変
数 tに独立な方程式系 (1)の解で境界条件 (3), (4), (5a) を満たす関数を意味する．従って，
定常解 (ρ̃, ũ, θ̃)は，常微分方程式系

(ρ̃ũ)x = 0, (6a)(
ρ̃ũ2 + p(ρ̃, θ̃)

)
x
= µũxx, (6b){

ρ̃ũ
(
cvθ̃ +

ũ2

2

)
+ p(ρ̃, θ̃)ũ

}
x
=

(
µũũx + κθ̃x

)
x
, (6c)

境界条件

(ũ, θ̃)(0) = (ub, θb), lim
x→∞

(ρ̃(x), ũ(x), θ̃(x)) = (ρ+, u+, θ+), (7)

及び，正値性

inf
x∈R+

ρ̃(x) > 0, inf
x∈R+

θ̃(x) > 0. (8)

を満たす．定常解 (ρ̃, ũ, θ̃)が存在しているとき，方程式 (6a) を [0,∞)上で積分して，関
係式

ρ̃(0)ub = ρ+u+

を得る．密度の正値性 ρ̃ > 0より，境界と無限遠方における速度の符号が一致することが
解かる．従って，流出境界条件「ub < 0」下では，定常解が存在する為には条件「u+ < 0」
が必要となる.
定常解の存在と性質の解析では，無限遠方 (ρ+, u+, θ+)でのマッハ数M+と音速 c+

M+ :=
|u+|
c+

, c+ :=
√
Rγθ+ (9)

及び，境界条件の強さ δ

δ := |(u+, θ+)− (ub, θb)|. (10)

が重要な役割をはたす．

Proposition 1 (定常解の存在). u+ < 0とする．

(i) 無限遠方で超音速 M+ > 1のとき，定数 ε0 が存在して，δ ≤ ε0 ならば，定常解
(ρ̃, ũ, θ̃)が存在して，

|∂k
x(ρ̃(x)− ρ+, ũ(x)− u+, θ̃(x)− θ+)| ≤ Cδe−cx (k = 0, 1, . . . ). (11)

を満たす．

(ii) 無限遠方で 音速 M+ = 1のとき，平衡点 (u+, θ+)の近傍に局所安定多様体 θ = h̃s(u)

と 局所中心多様体 θ = h̃c(u) が存在し，δ ≤ ε0 かつ θb ≤ h̃s(ub)ならば，定常解
(ρ̃, ũ, θ̃)が存在し，

|∂k
x(ρ̃(x)−ρ+, ũ(x)−u+, θ̃(x)−θ+)| ≤ C

δk+1

(1 + δx)k+1
+Cδe−cx (k = 0, 1, . . . ). (12)

が成立する．
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(iii) 無限遠方で 遷音速 M+ < 1のとき，平衡点 (u+, θ+)の近傍に局所安定多様体 θ =

h̃s(u) と局所不安定多様体 θ = h̃u(u)が存在し，境界値 (ub, θb) が条件 δ ≤ ε0 と
θb = h̃s(ub)とを満たすならば，境界値問題 (6c), (13), (8) に一意的に解 (ρ̃, ũ, θ̃)が
存在する．さらに，(ρ̃, ũ, θ̃) は (11)を満たす．

本定理は，主に中心多様対定理を用いて証明される．定理中の局所安定多様体，局所
中心多様体等の詳細な形状については，論文 [2]を参照されたい．定常解 (ρ̃, ũ, θ̃) は，小
さな摂動に対して漸近安定となる．詳しくは，次の定理が成立する．

Theorem 2 (漸近安定性). 前命題と同じ仮定が成立し，定常解 (ρ̃, ũ, θ̃)が存在するもの
とする．初期値 (ρ0, u0, θ0) がヘルダー空間 (ρ0, u0, θ0) ∈ (B1+σ × B2+σ × B2+σ)(R+)に属
するとする．ここで，σ ∈ (0, 1). このとき，正定数 ε1 が存在して，

∥(ρ0, u0, θ0)− (ρ̃, ũ, θ̃)∥H1 + δ ≤ ε1,

ならば，初期境界値問題 (1), (2), (5a) には時間大域解が一意的に存在し，

(ρ, u, θ) ∈ (B1+σ/2,1+σ × B1+σ/2,2+σ × B1+σ/2,2+σ)([0,∞)× R+),

(ρ− ρ̃, u− ũ, θ − θ̃) ∈ C([0,∞);H1(R+))

を満たす．さらに，解 (ρ, u, θ)は，時間漸近的に定常解 (ρ̃, ũ, θ̃)に収束する．

lim
t→∞

∥(ρ, u, θ)(t)− (ρ̃, ũ, θ̃)∥L∞ = 0.

本定理は，定常解の満たす減衰評価 (11)または (12) を利用して，エネルギー法によっ
て証明される．さらに，超音速M+ > 1または音速M+ = 1 の場合には，重み付きのエネ
ルギー法によって，定常解への収束の速さが得られている．

Theorem 3 (収束レート). 前定理と同じ仮定が，成立しているとする．

(i) 無限遠方で超音速M+ > 1とする．初期値が条件 (1 + x)α/2(ρ0 − ρ̃, u0 − ũ, θ0 − θ̃) ∈
L2(R+) を満たすならば (αは正定数)，任意の時間 t > 0で解 (ρ, u, θ)は評価式

∥(ρ, u, θ)(t)− (ρ̃, ũ, θ̃)∥L∞ ≤ C(1 + t)−α/2

を満たす．ここで，Cは時間 tに依存しない正定数である．

(ii) 無限遠方で 音速 M+ = 1とする．1 ≤ α < 2(1 +
√
2)を満たす定数 αに対し，正定

数 ε2 が存在して，不等式

δ−1/2∥(1 + x)α/2(ρ0 − ρ̃, u0 − ũ, θ0 − θ̃)∥H1 ≤ ε2,

が成立するならば，任意の時間 t > 0で解 (ρ, u, θ)は評価式

∥(ρ, u, θ)(t)− (ρ̃, ũ, θ̃)∥L∞ ≤ C(1 + t)−α/4

を満たす．ここで，Cは時間 tに依存しない正定数である．
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流入境界条件： ub > 0

中村徹氏との共同研究 ([7])による，流出境界条件下での時間大域解の存在及びその
漸近挙動に関する結果を紹介する．主要な結果は，初期・境界値問題 (1), (2), (5b) に対
する定常解の存在及び漸近安定性の証明である．ここでは，定常解 (ρ̃, ũ, θ̃) は境界条件
(5b) 及び初期値に対する条件 (3) を満たし，時間 t には依存しない方程式 (1) の解であ
る．従って，方程式系 (6)をみたす．さらに，境界条件

(ρ̃, ũ, θ̃)(0) = (ρb, ub, θb), lim
x→∞

(ρ̃(x), ũ(x), θ̃(x)) = (ρ+, u+, θ+), (13)

と，正値性 (8)を満たす．
定常解の存在や漸近安定性の証明では，やはり (9)で定義される無限遠方におけるマッ

ハ数 M+, 音速 c+ 及び定常解の大きさ δ

δ := |(ρ+, u+, θ+)− (ρb, ub, θb)|

が重要となる．定常解 (ρ̃, ũ, θ̃)が存在しているとき，方程式 (6a) を [0,∞)上で積分して，
定常解存在の為の必要条件

ρbub = ρ+u+ (14)

を得る．

Proposition 4 (定常解の存在). 境界条件は，(14)を満たすとする．

(i) M+ < 1とする．このとき状態空間 (ũ, θ̃) での平衡点 (u+, θ+) の周りに局所安定多
様体 h̃s(ũ, θ̃) = 0 と局所不安定多様体 h̃u(ũ, θ̃) = 0 が存在する．さらにある正定数 ε0
が存在して δ ≤ ε0 かつ hs(ub, θb) = 0 ならば，定常問題 (6c), (13) は一意の滑らか
な解 (ρ̃, ũ, θ̃) を持ち，次の評価式が成立する．

|∂k
x(ρ̃(x)− ρ+, ũ(x)− u+, θ̃(x)− θ+)| ≤ Cδe−cx (k = 0, 1, . . . ). (15)

(ii) M+ = 1とする．このとき平衡点 (u+, θ+) の周りに局所不安定多様体 h̃u(ũ, θ̃) = 0 と
局所中心多様体 h̃c(ũ, θ̃) = 0 が存在する．さらにある正定数 ε0 が存在して δ ≤ ε0 か
つ hc(ub, θb) = 0 かつ hu(ub, θb) ≤ 0 ならば，定常問題 (6c), (13) は一意の滑らかな
解 (ρ̃, ũ, θ̃) を持ち，次の評価式が成立する．

|∂k
x(ρ̃(x)− ρ+, ũ(x)− u+, θ̃(x)− θ+)| ≤ C

δk+1

(1 + δx)k+1
(k = 0, 1, . . . ). (16)

(iii) M+ > 1とする．このとき定常問題 (6c), (13) の解は存在しない．

本定理の局所中心多様体等の詳細な性質は，論文 [7]を参照．この論文では，流入境界
条件下で理想気体モデル (1)の定常解の漸近安定性も示している．

Theorem 5 (漸近安定性). M+ ≤ 1 とし，命題 4 と同じ条件を仮定する．さらにある
σ ∈ (0, 1) に対して (ρ0, u0, θ0) ∈ (B1+σ × B2+σ × B2+σ)(R+) とする．このときある正
定数 ε0 が存在して ∥(ρ0, u0, θ0) − (ρ̃, ũ, θ̃)∥H1 + δ ≤ ε0 ならば，問題 (1), (2), (5) の一
意時間大域解 (ρ, u, θ) ∈ (B1+σ/2,1+σ × B1+σ/2,2+σ × B1+σ/2,2+σ)([0,∞) × R+) が存在し，
(ρ− ρ̃, u− ũ, θ− θ̃) ∈ C([0,∞);H1(R+)) 及び lim

t→∞
∥(ρ, u, θ)(t)−(ρ̃, ũ, θ̃)∥L∞ = 0 を満たす．

証明はエネルギー法による解のアプリオリ評価を導出することによる．
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等エントロピーモデル対する関連結果.
本研究に先行して成された等エントロピーモデルに対する半空間上の時間大域的可解

性に関する諸結果を述べる．まず，この問題では，定常解のみならず，希薄波や進行波，
またこれらの重ね合わせ等，様々な非線形波が時間大域解の漸近挙動となる．論文 [4]で
は，境界条件と無限遠方の条件に応じた漸近挙動と成りうる非線形波が分類されている．
そのうち，本稿と同じく漸近挙動が定常解で与えられる場合は，論文 [3]，[5]で厳密な議
論がなされている．流入境界条件に対する，定常解の一意的存在と漸近安定性は，論文
[5]で証明された．論文 [3]では，流出境界条件に対して同じ結果が証明されている．さら
に，後者での定常解への収束レートが，論文 [8]で与えられた．
流出境界条件を課した多次元半空間上での一次元定常解 (平面定常波)の漸近安定性は，

論文 [1]で示されている．さらに，論文 [6]では，平面定常波への収束レートが求められて
いる．当然，熱伝導理想気体モデル (1)に対しても同じく，多次元半空間上での平面定常
波の漸近安定性が課題となるが，この研究は現在進行中である．
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