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円環領域におけるLiouville-Gel’fand 方程式の

解の分岐構造

菅徹
東北大学大学院理学研究科数学専攻

本講演では Liouville 方程式もしくは Gel’fand方程式と呼ばれる以下の半線形楕円
型方程式を考察する:

(LG)

{
−∆u = λ eu in Ωε,

u = 0 on ∂Ωε.

ここで λは正の (分岐)パラメータであり, Ωε は ε ∈ (0, 1)に対して

Ωε :=
{
x ∈ R2; ε < |x| < 1

}
で定義される 2次元の円環領域である. またこれに関連した以下の平均場方程式に関
しても考察する:

(MF)

 −∆u = ρ
eu∫

Ω eudx
in Ωε,

u = 0 on ∂Ωε,

これら二つの方程式はパラメータの取り換え ρ = λ

∫
Ω

eudxによって解の対応が付く.

(LG)の球対称解の分岐構造に関しては, Nagasaki-Suzuki [3]と Lin [2] が独立に次
のようなことを示している. (LG)の球対称解は分岐図上 (λ-u平面上)で枝を成し,そ
の枝は (λ, u) = (0, 0)から出発して λの大きい方へ伸び,その後一度だけ折り返して
λの小さい方へ伸び, λ ↓ 0のとき解 uが各点で正の無限大に発散 (爆発)する (図 1参
照).この枝は (MF)においては (ρ, u) = (0, 0)から ρ > 0の方向へ伸びる枝に対応する
(図 2参照).また Linはさらに,この球対称な解の枝上に無限個の分岐点があり,そこか
ら非球対称な解が現れるということを示した. その後 Dancer [1]によって Lin が得た
球対称解は分岐図上非有界に伸びるということが示されている.一方 Nagasaki-Suzuki

も
∫

Ω
eudxが大きいような非球対称解を得ており,これは λ ¿ 1のときの解に対応し

ていると思われる. これらをまとめると (LG)及び (MF)の分岐構造は図 1-2のように
なる.本研究の目標は εが小さい場合に,球対称解から分岐してきた非球対称解の大域
的な分岐構造を決定することである. そのために, (LG)の ε → 0における極限の方程
式を考察する.形式的な計算を行うと,次の極限方程式を得ることができる:

(LE)


−∆u = A eu in R2 \ {0},
u(x) = (B − 2) log |x| + o(1) as |x| → 0,

u(x) = −(B + 2) log |x| + o(1) as |x| → ∞.

ここで A > 0と B ≥ 2はパラメータである.



直接的な計算によって,以下の関数が (LE)の解であることが確かめられる.

U = UK(x) = log
1

r2(rK + r−K)2
, A = 8Kπ,B = 2K, (K ≥ 1),

V = Vk,a,γ(x) = log
1

r2{rk + r−k − 2(1 − a)1/2 cos(kθ + γ)}2
,

A = 8kπ, B = 2k (k = 1, 2, 3, . . . , 0 < a < 1, γ ∈ R).

ただし x = (r cos θ, r sin θ)である.これらの解を用いて (LG)及び (MF)の解を構成で
きると考えているが,現時点では形式的議論による近似解のみしか構成されていない.

主結果 1. 各 k = 2, 3, ..., 0 < a < 1, γ ∈ Rに対して, ε → 0のとき次の漸近系を持つ
(LG)及び (MF)の形式的な解 (λε, uε)及び (ρε, uε)が構成できる.

λε = 8k2εk−1

(
1 + O

(
εk−1 log

1
ε

))
,

ρε = 8kπ + O
(
εk−1

)
,

uε(x) =
(

k − 1
k

)
log

1
ε

+ V (ε
k−1
2k x) + O

(
ε

k−1
2

)
in L∞(Ωε).

本講演ではどのようにしてこのような近似解が得られるかを述べたい.
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図 1 : (LGE)の分岐図 図 2 : (MF)の分岐図
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Existence of a ground state, scattering and blow-up for
a nonlinear Schrödinger equation with critical growth

赤堀公史 (静岡大学工学部)
共同研究者: Slim Ibrahim(University of Victoria), 菊池弘明 (東京電機大), 名和範人 (大阪大)

次の非線形 Schrödinger方程式を考える:

2i
∂ψ

∂t
+∆ψ + µ|ψ|p−1ψ + |ψ|

4
d−2ψ = 0. (NLS)

ここで, ψ = ψ(x, t) はRd × R (d ≥ 3)上の複素数値未知関数, ∆ はRd上の Laplace作用素,
µ ∈ R, 1 + 4

d
< p < 1 + 4

d−2
である.

方程式 (NLS)は, 次のエネルギー臨界非線形 Schrödinger方程式にエネルギー劣臨界な摂
動 µ|ψ|p−1ψを加えた方程式と見なせる:

2i
∂ψ

∂t
+∆ψ + |ψ|

4
d−2ψ = 0. (NLS0)

方程式 (NLS0)は, 定常解

Q0(x) :=

(√
d(d− 2)

1 + |x|2

) d−2
d

(x ∈ Rd) (1)

を持つ. さらに, Kenig-Merle[3]によって, 定常解Q0よりも低いエネルギーの初期値から出
発した解の挙動が調べられた.
我々の第一の目的は,摂道の影響によって,方程式 (NLS)が振動する定在波 e

i
2
ωtQ(x) (ω >

0)を持つか否かを明らかにする事である. 振動数 ωを持つ定在波 e
i
2
ωtQ(x)の存在は, 定常

問題
ωQ−∆Q− µ|Q|pQ− |Q|

4
d−2Q = 0 (SP)

の解の存在と同値であるため, この方程式の解の存在・非存在を示す事が目標である1. 特に,
基底状態の存在に興味がある; 基底状態とは, 方程式 (SP)の非自明解の中で, 作用が最小な
解を意味する. ここで, 作用とは

Sω(Q) := ω

∫
Rd

|Q|2 +
∫
Rd

|∇Q|2 − µ
2

p+ 1

∫
Rd

|Q|p+1 − d− 2

d

∫
Rd

|Q|
2d
d−2 (2)

である.

1摂道のない場合 (µ = 0)は, 非自明解は存在しない.

1



我々の第二の目的は, 基底状態が存在する時, その作用より小さい作用を持つ初期値から
出発した解の挙動を明らかにする事である.
我々の結果を紹介するため, 記号を導入する:

mω := inf
{
Sω(u)

∣∣ u ∈ H1(Rd) \ {0}, K(u) = 0
}
. (3)

ここで,

K(u) := 2

∫
Rd

|∇u|2 − µ
d(p− 1)

p+ 1

∫
Rd

|u|p+1 − 2

∫
Rd

|u|
2d
d−2 (4)

である.2

我々の第一の結果は次である [1]:

Theorem 1. ω > 0とする.
d ≥ 4ならば, 任意の µ > 0に対し, 方程式 (SP)の基底状態Qωで, Sω(Qω) = mωとなるもの
が存在する.
一方, d = 3で, µ > 0が十分小さい時は, 方程式 (SP)の基底状態は存在しない.

さて, Theorem 1で見つけた基底状態Qωに対し, それよりも作用の小さい状態全体を考
える:

Aω :=
{
u ∈ H1(Rd)

∣∣ Sω(u) < Sω(Qω)
}
. (5)

さらに,
Aω,+ :=

{
u ∈ Aω

∣∣ K(u) > 0
}
, Aω,− :=

{
u ∈ Aω

∣∣ K(u) < 0
}

(6)

とする. この時, Aω = Aω,+ ∪ Aω,− ∪ {0}が分かる. さらに, 次の結果が得られた [1, 2]:

Theorem 2. µ > 0, ω > 0とする. この時, 次が成立する:
(i) d ≥ 5とする. Aω,+に属する初期値から出発した解は, 時間大域的に存在し, 時間無限大
(t→ ±∞)において, 漸近的に自由解のように振舞う.
(ii) d ≥ 4とする. Aω,−に属する球対称な初期値から出発した解は, 時間大域的に存在しない.

Theorem 2より, Qω ∈ Aω,+ ∩ Aω,−であるから, Qωは不安定である事が分かる.
Theorem 1と Theorem 2の結果は, µ1|ψ|p1−1ψ+ · · ·+µk|ψ|pk−1ψ (k ∈ N, µ1, . . . , µk > 0,

1 + 4
d
< p1, . . . , pk < 1 + 4

d−2
)を含むような, より一般的な摂道に対しても示す事ができる

([2]参照).
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「3次元細胞電気生理学モデルの時間大域解」
俣野博（東京大学）

神経パルスの伝播は，膜電位（すなわち細胞膜内外の電位差）の変化が空間的に伝わる

現象である．この現象を記述する古典的モデルであるHodgkin-Huxley方程式や，その簡

易版の FitzHugh-Nagumo方程式は，いずれも細長い神経細胞（ニューロン）を 1次元媒

体で近似したものにすぎない．これに対し，細胞の 3次元構造を考慮すると，方程式は細

胞の境界面（すなわち細胞膜）上で定義された擬微分方程式になる．しかしこれまで，3

次元モデルの数学的研究は，ほとんど進んでいなかった．というのも，この方程式におい

ては，ラプラシアンを用いる古典的モデルと違って主要部に現れる擬微分作用素が一般に

正値性を有しない（言い換えれば，最大値原理を満たさない）ため，解の一様有界性を示

すことが困難であり，これが詳しい解析を阻んできた主要因であった．

最近，ミネソタ大学の森洋一朗氏と共同でこの 3次元モデルを研究し，「作用素の擬正

値性」という新しい概念を導入することにより，上述の困難を克服することができた．具

体的には，細胞が有限の大きさを持つ場合には解が一様有界であること，したがって時間

大域的な古典解が存在することを証明した．本講演では，この結果を紹介するとともに，

この方程式の大域アトラクターの性質について論じる．
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「3重臨界点を持つ反応拡散系に現れる振動パターン」
奥田孝志（気象大学校）

2変数活性因子－抑制因子系に対して，活性因子にフィードバック効果をもつ第 3の変

数を導入した 3変数反応拡散系を考える．この反応拡散系の shadow システムにおいて

3重臨界点が現れるが，その臨界点周りにおける分岐構造について議論したい．特に，1

モード定常解からのホップ分岐，および数値計算によって観測されるカオス的振動につい

て紹介する．また，偏微分方程式に現れる振動パターンについて、数値計算による結果も

紹介する．本研究は小川知之教授（明治大学先端数理科学研究科）との共同研究である．



被食者のための protection zoneが存在する被食者-捕食者モデル
について

大枝 和浩 (早稲田大学基幹理工学部)

次の非線形楕円型方程式系の境界値問題について考える:

(SP)


∆[(1 + kρ(x)v)u] + u(λ − u − b(x)v) = 0 in Ω,

∆v + v(µ + cu − v) = 0 in Ω \ Ω0,

∂nu = 0 on ∂Ω,

∂nv = 0 on ∂(Ω \ Ω0).

ここで, Ω, Ω0はそれぞれ滑らかな境界 ∂Ω, ∂Ω0を有する RN (N ≥ 1)の有界領域で
あり, N ≥ 2のときはΩ0 ⊂ Ωを仮定し, N = 1, すなわち, Ω = (a1, a2), a1 < a2のと
きは, ある a ∈ (a1, a2)に対してΩ0 = (a1, a)またはΩ0 = (a, a2)であるとする. また,
k ≥ 0, λ > 0, c > 0, µ ∈ Rは全て定数であり, ∂n = ∂/∂nは法線微分を表す. さらに,
βを正定数として, ρ(x) = b(x)/β = 1 in Ω \ Ω0, ρ(x) = b(x) = 0 in Ω0を仮定する.
問題 (SP)は, 領域 Ω内に棲息する被食者の個体数密度 uと Ω \ Ω0内に棲息する捕

食者の個体数密度 vの時間変化を記述する反応拡散系の定常問題であり, λ, µはそれ
ぞれ被食者, 捕食者の増殖率（正確には内的自然増殖率）を表し, 斉次Neumann境界
条件は境界で生物の出入りが無いことを意味する.

(SP)の特徴の一つは拡散項の部分に非線形拡散項 k∆[ρ(x)vu]を含んでいることで
ある. 非線形拡散項 k∆[ρ(x)vu]は, 捕食者の個体数密度が高い場所ほど被食者の拡散
が促進される状況を表しており, kの値が大きいほど被食者が捕食者の多い場所を避け
る傾向が大きくなる. このような非線形拡散は交差拡散 (cross-diffusion)とも呼ばれ,
交差拡散項を含んだ生物モデルは Shigesada-Kawasaki-Teramoto [4]によって提唱さ
れて以来盛んに研究され続けている.

(SP)のもう一つの特徴は, Ωの一部に捕食者が入れない領域Ω0がありΩ0では被食
者は捕食されないということである. 本講演ではΩ0のことを protection zoneと呼ぶ.
protection zoneを伴う生物モデルの研究は, 線形拡散モデルに対しては Duなどによ
る [1]–[3]がある. 特に [3]では, 通常では被食者が生き残れない状況下（例えば, 捕食
者の増殖率が高い場合）においても, protection zoneがあることで２種が共存可能に
なるかなどの観点から研究がされており, 正値定常解の存在や安定性などが調べられ
ている.
本講演では, 非線形拡散の影響の大きさを表す係数 kに主に注目して, (SP)の正値

解 (被食者と捕食者の共存状態を表す解)集合の構造について考える.
まず, 分岐理論を用いることで (SP)の正値解の存在・非存在に関して次の結果が成

り立つ.



定理 1. ある λ∗
∞(k, Ω0)が存在して以下が成り立つ.

(i) λ ≥ λ∗
∞(k, Ω0)のとき, 捕食者の増殖率 µの値がどんなに大きくても (SP)に正

値解が存在する.

(ii) λ < λ∗
∞(k, Ω0)のとき, 捕食者の増殖率 µの値が大きい場合は (SP)に正値解が

存在しない.

定理 1から, λ = λ∗
∞(k, Ω0)という被食者の増殖率の値が被食者が生存できるため

の閾値になっていると考えることができる.
k = 0のときには, 閾値は λD

1 (Ω0)で与えられることが Du-Shi [3]の結果からわか
る. ただし, λD

1 (Ω0)は −∆（領域は Ω0, 境界条件は斉次 Dirichlet境界条件）の最小
固有値である. 一方, k > 0のときには, 閾値 λ∗

∞(k, Ω0)は以下のように特徴付けるこ
とができる.

定理 2. 任意の k > 0に対して以下が成り立つ:

λ∗
∞(k, Ω0) = inf

{ϕ∈H1(Ω) :
R

Ω0
ϕ2dx>0}

∫
Ω
|∇ϕ|2dx +

β

k

∫
Ω\Ω0

ϕ2dx∫
Ω0

ϕ2dx

<
β|Ω \ Ω0|

k|Ω0|
.

特に, λ∗
∞(k, Ω0) < λD

1 (Ω0), limk→∞ λ∗
∞(k, Ω0) = 0, limΩ0→Ω λ∗

∞(k, Ω0) = 0が成り
立つ.

定理 2は, kあるいはΩ0が大きくなると閾値 λ∗
∞(k, Ω0)が単調に減少し, k → ∞あ

るいは Ω0 → Ω (|Ω \ Ω0| → 0)の極限では λ > 0, µ > 0の値に関わらず (SP)に正
値解が存在することを意味している. 一方, k = 0のときの閾値 λD

1 (Ω0)に対しては
λD

1 (Ω0) ≥ λD
1 (Ω) > 0 (∀Ω0 ⊂ Ω)が成り立つ. これらの結果は, 非線形拡散項（被食者

が捕食者の多い場所を避けること）が被食者の生存に良い影響を及ぼすことを示唆し
ている.
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興奮性反応拡散系における局在ドメインのさまざまな自己推進運動

太田隆夫
京都大学大学院理学研究科物理学・宇宙物理学専攻

反応拡散系は非平衡状態の秩序や運動を調べる重要な対象として応用数学、物理学、化
学、工学などの分野で盛んに研究されてきた。Turing構造やパルスの伝搬などはその典型
的な現象である。最近では、細菌や細胞運動のように自己推進する系のモデルとしても大変
有用であることが認識されている。特に、興奮性をもつ反応拡散系の局在したドメインの運
動と相互作用は、この国の応用数学者、栄、西浦、三村らとその協力者たち、物理側ではわ
れわれのグループや北畑、長山、永井、住野らで研究されてきた。　

本講演では、上の研究の延長として、局在ドメインがその推進速度に依存して変形する
場合を考慮した理論のお話をする [1]-[6]。偏微分反応拡散方程式から界面の厚さ無限小の極
限で、変形可能な自己推進ドメインの運動方程式を導出する。この理論は空間の次元が２次
元 [2]、３次元 [5]の両方に対して構築することができる。運動方程式のパラメータを変化さ
せることにより、直進運動、閉じた軌跡の上での周期運動（これは反応拡散方程式の数値シ
ミュレーションで確認されている [7]、ジグザグ運動、カオス運動など、さまざなな運動形
態が分岐の結果、現れることを示す [3]。空間３次元では、そのほかに螺旋運動も存在する
[4]。

特異摂動法を用いてドメインの運動を常微分方程式で表現する方法の利点はもとの偏微
分方程式系と比べて外力の効果を容易に取り入れることができることである。たとえば、化
学物質が１次元的に非一様に分布しているときの走化性や、重力下や電場下での自己推進運
動の解析ができる。実際、外力のもとでは、新たな興味深い分岐と運動が現れる [6]。

このような数学的には未成熟な段階の理論を応用数学者の皆さんが興味をもち、さらに
発展させることを期待する。
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