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【演習問題】
問 1： einx と eimx， n,m は整数で n 6= m，が区間−π < x < π で直交していることを示せ．
(ヒント： 内積 (einx, eimx) =

∫ π
−π einxe−imxdx = 0 を示せばいい．）

【回答例】

(einx, eimx) =
∫ π

−π

einxe−imxdx =
∫ π

−π

ei(n−m)xdx

=
∫ π

−π

{cos((n−m)x) + i sin((n−m)x)}dx

= 2
∫ π

0

cos((n−m)x)dx

= −2(n−m)[sin((n−m)x)]π0
= 0

【解説】複素数の値をもつ関数なので，内積をとる際には一方の複素共役をとる．

問 2： 周期 2πの関数 f(x) = x2 の複素フーリエ級数を求めよ．

【回答例】f(x) を f(x) =
∑∞
−∞ cneinx と複素フーリエ級数表現するとき，その係数 cn は

cn =
1
2π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx

と計算できる．具体的には，

c0 =
1
2π

∫ π

−π

x2dx =
π2

3

cn =
1
2π

∫ π

−π

x2e−inxdx =
1
2π

∫ π

−π

x2

(
− 1

in
e−inx

)′
dx

=
1
2π

{[
x2

(
− 1

in
e−inx

)]π

−π

−
∫ π

−π

2x

(
− 1

in
e−inx

)
dx

}

=
1
2π

{
−π2

in

(
e−inπ − einπ

)
+

2
in

∫ π

−π

xe−inxdx

}

=
1
2π

{
2π2 sinnπ

n
+

2
in

∫ π

−π

x

(
− 1

in
e−inx

)′
dx

}

=
1
2π

{
2π2

n
sinnπ +

[
2xe−inx

n2

]π

−π

− 2
∫ π

−π

1
n2

e−inxdx

}

=
1
2π

{
2
n2

[πe−inπ + πeinπ] +
2

in3
[e−inx]π−π

}

=
1
2π

{
4π

n2
cos nπ +

4i

n3
sinnπ

}

=
2 cos nπ

n2
=

2(−1)n

n2

したがって f(x) の複素フーリエ級数表現は

f(x) ∼ π2

3
+

∞∑
n=−∞

2(−1)n

n2
einx

となる．


