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直交変換，固有値が複素数の場合，二次形式の固有値・固有ベクトル

今日の目標

固有値が複素数の場合：回転を表す
直交行列

次回： 二次形式の固有値

先週までの話

線形変換の固有値，固有ベクトル．物事を固有ベクトル方向に分けて考えると後の話が単純にな
る．

おさらい：急いだのでもう一度．

x′ = Ax で変化するシステムを考えていた．A =

[
3 2
4 1

]
の場合，Ax = λx となる固有値 λ と

固有ベクトル x を求めると，λ1 = −1, λ1 = 5，固有ベクトル

[
1
−2

]
,

[
1
1

]
であることは計算でき

た．つまり， [
3 2
4 1

][
1
−2

]
= −

[
1
−2

]

[
3 2
4 1

][
1
1

]
= 5

[
1
1

]

となっている．整理しよう．

• 通常の表現（x座標系）： x =

[
x1

x2

]
= x1

[
1
0

]
+ x2

[
0
1

]
=⇒これで考えると大変

• x を行列 A の固有ベクトル e1, e2方向に分けて考えてみる．それぞれの方向の成分を y1, y2

とする．

x =

[
x1

x2

]
= y1

[
1
1

]
+ y2

[
1
−2

]
= y1e1 + y2e2 =

[
1 1
1 −2

][
y1

y2

]
= Py

• 次の時刻での状態を考えよう．

x′ = Ax = A(y1e1 + y2e2) = y1Ae1 + y2Ae2 = y1λ1e1 + y2λ2e2

Ae1 は λ1e1 となり，もはや行列とベクトルの掛け算などと言わなくてもいい．この式を整
理すると

Ax =
[
e1 e2

] [
λ1 0
0 λ2

][
y1

y2

]
= PΛy
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• 念のためもう一つ先の時刻での状態を考えよう．

x′′ = y1λ1Ae1 + y2λ2Ae2 = y1λ
2
1e1 + y2λ

2
2e2 =

[
e1 e2

] [
λ1 0
0 λ2

][
y1

y2

]
= PΛy

• x = Py より，

Ax = APy =
[
e1 e2

] [
λ1 0
0 λ2

][
y1

y2

]
= PΛy

となり，両辺を見比べると，AP = PΛ 言い換えれば P−1AP = Λ となることがわかる．こ
のように行列Aを，Aの固有ベクトルを並べた行列 P を使って，対角行列 Λを求めること
を，行列の対角化，と呼んでいる．

• 別の見方をしよう．x′ = Ax を y で表すことを考える．x = Py, x′ = Py′ を代入すると

• Py′ = APy =⇒ y′ = P−1APy

• ここでAP = A
[
e1 e2

]
=

[
λ1e1 λe2

]
=

[
e1 e2

] [
λ1 0
0 λ2

]
= PΛ

• これより y′ = P−1APy = P−1PΛy = Λy

• y(n) = Λny(0)

• x(n) = Py(n) = PΛny(0) = PΛnP−1x(0) = Anx(0)

したがって An = PΛnP−1 と表現できることがわかる．

まとめ

「物事を固有ベクトル方向に分けて考えると後の話が単純になる」

x =

[
x1

x2

]
= y1

[
1
1

]
+ y2

[
1
−2

]
= y1e1 + y2e2 =

[
1 1
1 −2

] [
y1

y2

]
= Py

このように x を行列 A の固有ベクトル e1, e2方向に分けて考えてみることがシステムの動作を
理解するのに役に立つ．

ここまでの話は，固有値が実数（整数）でしかもすべて異なっていた．=⇒ 調子の良い偶然の
結果．一般には，固有値は複素数で，しかも重根の場合がある．固有値が複素数だと，固有ベク
トルも複素ベクトルになってしまい，固有ベクトル方向を λ倍するといっても，何のことやら実
数で考えていると困ったことになる．

例：

変換行列がA =
1
2

[√
3 −1

1
√

3

]
であるような，変換を考えてみる．これは

A =

[
cos 30◦ − sin 30◦

sin 30◦ cos 30◦

]

となっており，原点O を中心とする角 θ の回転移動を表す行列となっている．
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(1,0)

θ

(0,1)

θ

(-0.5,0)

Aの固有値を求めよう．

Ax = λx → Ax = λEx
1
2

[√
3 −1

1
√

3

][
x1

x2

]
= λ

[
x1

x2

]

(λE − A)x = 0

[
2λ −

√
3 1

−1 2λ −
√

3

][
x1

x2

]
= 0

固有方程式： φ(λ) = |λE − A| = 0 (2λ −
√

3)2 + 1 = 0

4λ2 − 4
√

3λ + 4 = 0

λ2 −
√

3λ + 1 = 0

固有値 λ =
√

3 ± i

2
= cos

π

6
± i sin

π

6
= e±iπ/6

λ =
√

3 ± i

2
の場合

[
±i 1
−1 ±i

] [
x1

x2

]
= 0

これを満たす x1, x2が固有ベクトル．例えば

[
x1

x2

]
=

[
1
∓i

]
= e1

• 二つの固有値は互いに複素共役で λ2 = λ̄1 の関係にある．

• 固有ベクトル e1, e2 は実数の範囲にない．=⇒ 2次元平面を回転するのだから，方向が変わ
らないベクトルはない．二つの固有ベクトルも互いに複素共役で e2 = ē1 の関係にある．

• 任意の実ベクトルは，e1 と e2 の線形結合で表せる（係数を共役複素数にとればいい）．

例：実ベクトル x を e1, e2 の線形結合で表現．[
x1

x2

]
= α1

[
1
−i

]
+ α2

[
1
i

]

{
x1 = α1 + α2

x2 = −iα1 + iα2

ix1 − x2 = 2iα1 =⇒ α1 =
−x1 − ix2

−2
=

x1 + ix2

2
ix1 + x2 = 2iα2 =⇒ α2 =

−x1 + ix2

−2
=

x1 − ix2

2
となり α2 = ᾱ1 であることがわかる．
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