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フーリエ級数展開 その 4 複素フーリエ級数の実例

今日の目標

複素フーリエ級数

復習

1. 複素数

5.2 偶関数と奇関数

教科書の記述がすばらしい．

偶関数と奇関数¶ ³
1. 偶関数のフーリエ級数は cos の項のみで表され，

2. 奇関数のフーリエ級数は sin の項のみで表される．µ ´
p.70の例題を計算する前に分かること： f(t) = |t| は偶関数より f(t) は cos 項のみで表現でき

るはず．

5.3 フーリエ級数展開したい関数の周期が 2πでない場合

基本周期が T の関数を表現したい場合¶ ³
1. 基本周期が T になるよう変数 t を線形変換 t → 2π

T
tすればよい．

cos t は周期 2π，cos
2π

T
t は周期 T．

2. 積分区間を 1周期分とる．（ −T

2
< t <

T

2
，0 < t < T など）µ ´

5.4 複素フーリエ級数展開

本質的にフーリエ級数と同じ

周期 2π の関数 f(x) に対する複素フーリエ級数

f(t) ≈
∞∑

−∞
Cke

jkt

= · · · + C−3e
−3jt + C−2e

−2jt + C−1e
−jt + C0 + C1e

jt + C2e
2jt + C3e

3jt + · · ·

Ck =
1
2π

∫ π

−π
f(t)e−jktdt

ejkt = cos(kt) + j sin(kt) ：オイラーの公式
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複素フーリエ級数展開を導く

複素数の値をもつ関数（複素関数） f(t), g(t) の内積の定義
ある区間 [a, b]において複素数値の関数 f, gに対して，次のような積分によって決まる複素数を

(f, g) と表し，f と gの内積と呼ぶ．

< f(t), g(t) >=
1

b − a

∫ b

a
f(t)g(t)dt =

1
b − a

∫ b

a
f(t)g(t)dt = < g(t), f(t) >

直交性

例： e−j3t と ejt が区間−π < t < π で直交していることを示す．
(内積 < e−i3x, eix >=

∫ π
−π e−j3te−jtdt = 0 を示せばいい．）

< e−j3t, ejt > =
∫ π

−π
e−j3te−jtdt =

∫ π

−π
e−j4tdt

=
∫ π

−π
{cos 4t − i sin 4t}dt

= 2
∫ π

0
cos 4tdt

= 2 · 1
4

[sin 4t]π0
= 0

一般の n,m, n 6= m の場合も，上のような計算になることは簡単に確かめることができる．

例：基底のノルム． e−j3t の区間−π < t < π でのノルムを求める．

< e−j3t, e−j3t > =
∫ π

−π
e−j3tej3tdt =

∫ π

−π
e0dt =

∫ π

−π
dt

= 2π

一般の場合も，上のような計算になることは分かる．

目標： 図 5.13 が理解できればOK！

フーリエ級数の計算例 （p.84）

周期 T の関数

f(t) =

{
1, −1 5 t 5 1
0, それ以外

を複素フーリエ級数展開する．−T

2
< t <

T

2
の一周期で考える．
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C0 =
1
T

∫ 1

−1
dt =

2
T

Ck =
1
T

∫ 1

−1
e−j2πkt/T dt

=
1
T

{∫ 1

−1
cos{2πkt/T}dt − j

∫ 1

−1
sin{2πkt/T}dt

}

=
2
T

∫ 1

0
cos{2πkt/T}dt

=
2
T

T

2πk
[sin{2πkt/T}]10

= =
1
πk

sin{2πk/T}

したがって f(t) の複素フーリエ級数表現は

f(t) ≈
∞∑

k=−∞

1
πk

sin{2πk/T}ejkt

となる．
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